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Wprowadzenie

Catkowanie numeryczne polega na przyblizonym wyznaczeniu wartosci catki oznaczonej

x2
S=/X] f(x)dx

Przedstawione wczesniej metody realizowaty obliczenia w oparciu o Symbolic Toolbox. Tym razem przyjrzymy
sie metodom, ktére wykorzystuje sie w obliczeniach numerycznych.

Zaktadajgc, ze mamy doczynienia z catkg wtasciwa, czyli ciggta w przedziale catkowania i 0 skonczonych
granicach, to obliczenia wykonuje sie z wykorzystaniem kwadratur w ostaci:

X2 n
S=/x1 f(x)dx ~ ZFi

Gdzie Fi jest przyblizong wartoscig Pola Pod funkcjg podcatkowg dla elementarnego przedziaty A% na jaki
zostat podzielony przedziat catkowania.

Metoda prostokatéow
A

f(x)
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Rys 1. Graficzne zobrazowanie metody prostokgtéw

Metoda prostokatéw przedstawiona graficznie na rys. 1 polega na podzieleniu catkowanego przedziatu na n
odcinkéw i wyliczeniu sumy pdél utworzonych w ten sposéb prostokatow. Prostokgty mozna utworzy¢ na trzy
sposoby w zaleznosci od metody wyboru weztéw. Moze to by¢ metoda (rys. 2)



* lewych prostokatéw gdy wezet do utworzenia prostokata jest potozony z lewej strony
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Rys 2. Metody tworzenia prostokgtow a) metoda lewych prostokatéw, b) metoda prawych prostokgtéw, c)
metoda $rodkowych prostokgtow

Dla pierwszej metody funkcja catkowania metodg prostokgtéw zostata przedstawiona w funkcji calka_prostok_|

Sprobujmy wykorzysta¢ przygotowang funkcje i policzy¢ warto$¢ catki. Policzmy catke z funkcji sin(x) od O do
zczyli:

S = / sin(x)dx
0

f=@(x) sin(x); %definicja funkcji

p_c=[0,pi]; %przedziat catkowanie

n=10; % ilos¢ przedziatdéw na ktore podzielony zostanie przedziat catkowania
Sl=calka_prostok_1(f,p_c,n)

S1 = 1.9835

Sprawdzmy wynik obliczen realizujgc wykorzystujgc wczesniej poznang metode obliczen symbolicznych

syms z
fz=sin(z)

fz = sin(z)
S=double(int(fz,z,0,pi))
S=2

Wynik obliczenia catki dla metody doktadnej dat warto$¢ 2, ktéra jest nieco wyzsza, niz otrzymana metodg
prostokgtow



Sprébujmy obliczy¢ warto$¢ catki gdy wezmiemy pod uwage metode catkowania z wykorzystaniem srodkowych
prostokgtnych. Metode takg przedstawiono w funkcji calka_prostok_srod. Wezmy pod uwage te same
parametry catkowania, co poprzednio

S2=calka_prostok_srod(f,p_c,n)
S2 = 2.0082

Tym razem wyznaczona warto$¢ calki jest wieksza niz dla rozwigzania doktadnego

W ramach éwiczen prosze przygotowac funkcje catka_prostok_p, ktéra bedzie wylicza¢ catke metodg prawych
prostokatéw w polu do ktorego odsyta link. Nastepnie ponizej nalezy wyznaczy¢ warto$¢ catki tg metodg

Sprawdzmy jak zwigkszenie ilosci weztow catkowania wptynie na doktadnos¢ obliczen. Zwiekszmy n do 50

n=50;
S1 1=calka_prostok 1(f,p _c,n)

S1.1 = 1.9993
S2 1=calka_prostok_srod(f,p_c,n)
S2_1 = 2.0003

Otrzymane wyniki pokazujg, ze jestesmy coraz blizej rozwigzania doktadnego. Gdyby dalej zageszczaé
przedziat catkowania to wyliczana warto$¢ bedzie doktadniejsza

Metoda trapezéw

Kolejng metodg, ktéra daje wynik obarczony mniejszym btedem jest metoda trapezéw. Polega ona na
przyblizeniu obszaru catkowania w trapezami jak przedstawiono to na rysunku 3.
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Rys 3 Przyktad catkowania metodg trapezow

W przedstawionym przypadku pole pojedynczego przedziatu bedzie obliczane zgodnie z definicjg pola trapezu:
Fi=0,5(f(xp2) + f () (xpp = xqp)
Funkcje liczaca catke metodg trapezow przedstawiono w funkcja calka_trapez

n=10;
St=calka_trapez(f,p_c,n)

St = 1.9835
St_1=calka_trapez(f,p_c,50)
St_1 = 1.9993

W przypadku obliczen catki z funkcji sinus dostajemy tak samo doktdny wynik jak metodg lewych prostokatéw.
Oczywiscie dla wiekszosci innych funkcji metoda ta da znacznie lepsze wyniki obliczen

Metoda trapezéw dla danych punktowych

Metode trapez6w mozna wykorzystaé do obliczen catki z wartosci dyskretnych. Na przyktad, gdy dla zadanych
wartosci x mamy podane wartosci y i oczywiscie dane sg posortowane wg rosngcych wartosci x. Dla takiego
przypadku funkcja do obliczen catki metoda trapezow przedstawiono w funkcji calka_trapez_xy

Przygotujmy dane w postaci punktow x i y

x=linspace(-1,1.5,21);
Y=X."3+2*¥X."2+2;

%punkty przedstawiono graficznie
plot(x,y, 'p")
axis([x(1),x(end),0,10])
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S_t_xy=calka_trapez_xy(Xx,y)
S_t_xy = 8.9502

Poniewaz do otrzymania punktéw wykorzystalismy funkcje, wiec zweryfikujmy wynik obliczeh wykonujgc
obliczenia na zmiennych symbolicznych

syms z
fz=z.73+42%z.72+2;
S_d=double(int(fz,z,-1,1.5))

S d = 8.9323

Widzimy, ze otrzymany wynik dla obliczen doktadnych nieznacznie r6zni sie od wyniku uzyskanego metodg
catkowania trapezowego

Catka Simpsona

W tym przypadku pole elementarnej figury F jest obliczone jako obszar pod krzywg drugiego stopnia. Do tego,
aby znalez¢ funkcje drugiego stopnia niezbedne sg trzy punkty, dlatego tez w wybranym przedzialeod x11 do
x12 dla wyznaczenia elementarnego pola wprowadza sie dodatkowo x1m=0.5*(x11+x12). Na bazie tych trzech
punktéw mozna opisa¢ wielomian drugiego stopnia, przyblizajgcy catkowang funkcje (rys 4). Teorie dotyczgcyg
tworzenia takiej funkcji zawarto w pracy [1]. Finalnie pole po scatkowaniu funkcji pod funkcjg kwadratowg jest
wyrazane
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Oczywiscie punkt koncowy tego przedziatu x12 jest punktem poczgtkowym kolejnego przedziaty czyli x21=x12
itd. Stad funkcja catkowania metodg Simpsona moze by¢ przedstawiona jako

S = szz 11 (fO) +4700.50,+x) + f(x))

gdzie n - jest liczbag przedziatow na ktory zostat podzielony obszar catkowania

Metode te wykorzystano w funkcji calka_simpsona, Wykorzystujgc tg funkcje sprébujmy wyznaczyé¢ wartos$¢
catki funkciji sin jak robilismy to dla wczesniejszych metod i porownajmy uzyskane wyniki

n=10;
Ss=calka_simpsona(f,p _c,n)

Ss = 2.0000

n=50;
Ss_1=calka_simpsona(f,p_c,n)

Ss_1 = 2.0000

tabl=table([S; S], [10; 50], [S1; S1 1], [S2; S2 1], [St; St 1], [Ss; Ss 1]);
tabl.Properties.VariableNames={'Wynik dok*adny' 'liczba przedziaiéw' 'm. lewych prost.'

m. Srodkowych prost.' 'm. trapezéw' 'm. Simpsona'};
tabl.Properties.Description="' Pordwnanie wynikéw catkowania réznymi metodami’;
tabl

tabl =



Wynik doktadny liczba przedziatow m. lewych prost. m. srodkowych prost.

i 2 10 1.9835 2.0082

% 2 50 1.9993 2.0003

Tab. 1. Poréwnanie wynikow catkowania roznymi metodami

Wyniki przedstawione w tab.1 pokazuja, ze zwiekszajgc ilos¢ przedziatéw catkowania podnosi sie doktadnos¢
obliczen. W przedztsawionych przyktadach juz przy przyjetej liczbie przedziatéw 10 metoda Simpsona daje
rozwigzanie bliskie rozwigzaniu doktadnemu. W kolejnosci otrzymanych wynikbw mozna stwierdzi¢, ze metoda
Simpsona pozwala wyznaczyé¢ warto$¢ catki z najwiekszg doktadnoscia, pézniej jest metoda trapezow i
najmniej doktadng jest metoda prostokgtow.

Adaptacja metody Simpsona do obliczen dla danych punktowych

Metode Simpsona podobnie jak metode trapezéw mozna dostosowac¢ do catkowania na bazie punktow.
Przyjrzyjmy sie rysunkowi 4. Do okreslenia krzywej drugiego stopnia dla pojedynczego segmentu potrzebne
jest trzy punkty, zatem dla pierwszego segmentu musimy mie¢ takg ilos¢ punktow. Kazdy kolejny segment
wymaga dotozenia kolejnych dwdch punktéw, bowiem pierwszy punkt w tym segmencie jest ostatnim w
segmencie poprzedzajagcym. Wynika stad, ze dla przyjetego toku rozumowania niezbedne jest aby policzy¢
catke Simpsona minimum trzy punkty, oraz drubim wymaganiem jest aby liczba punktow byta nieparzysta.
Wtedy mozna wydzieli¢ (n-1)/2 segmentdw, na bazie ktérych zostanie wykonane catkowanie metodg Simpsona.
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Zalezno$¢ na catke Simpsona dla zbioru punktéw mozna zapisac

-~

n—1
2

S= Z x(2i+ 1 gmi_ D)(f(x(2i = 1) + 4 (x(20) + f(x(2i + 1))

Zaleznos¢ te przedstawiono w funkcji calka_simpsona_xy

Sprébujmy wykorzysta¢ tg metode do obliczenia catki na podstawie wczesniej wyznaczonych punktéw x iy
(przy metodzie trapezéw). Celow wprowadzitem tam nieparzystg liczbe punktow. Porownajmy otrzymane wyniki



S s xy=calka_simpsona xy(x,y)
S_s xy = 8.9323

tab2=table({'Metoda doktadna'; 'Metoda trapezoéw'; 'Metoda Sipsona'},[S d;S t xy;S s xy], [0;ab:
tab2.Properties.VariableNames={ 'Metoda catkowania' 'Wynik catkowania' 'b1ad wzgledny'};
tab2

tab2 =
Metoda cafikowania Wynik cafkowania biad wzgledny
{ 'Metoda doktadna' 8.9323 0
2 'Metoda trapezow' 8.9502 0.0179
3 'Metoda Sipsona’ 8.9323 0.0000

Tab. 2. Poréwnanie wynikow catkowania dla matody trapezow i metody Simpsona na zbioerze punktow

Zestawienie wynikow pokazuje, ze metoda Simpsona w tym wypadku tez daje rozwigzanie bardzo bliskie
rozwigzania doktadnego, Metoda trapezow w tym wgledzie daje nieznaczny btad.

Catkowanie z wykorzystaniem funkcji wewnetrznych Matlab

Mozna realizowa¢ catkowanie wykorzystujgc standardowo wystepujgce w matlabie funkcje do catkowania
integral, integral2, integral3. Funkcje te pozwalajg na wyznaczanie wartosci catki oznaczonej jednej dwach i
trzech zmiennych. Wywotanie funkcji integrall jest nastepujgce S=integral(fun,pocz_prz,kon_prz),

gdzie: fun - jest funkcjg, pocz_prz - poczatek przedziatu catkowania, kon_prz - koniec przedziatu catkowania.
Sprébujmy wykonaé catkowanie na funkcji wczesniej rozpatrywanej F(x)=x.A3+2*x."2+2 w przedziale jak
wczesniej od -1 do 1.5.

f=@(x) X."3+2*Xx."2+2

f =
@(X)X."A3+2%x."2+2

S=integral(f,-1,1.5)
S = 8.9323
Pozostate funkcje majg podobng strukture wywotania funkcji.
funkcja integer2 jest wywotywana S=integral2(f(x,y),x_min,x_max,y_min,y_max).

Zrobmy obliczenia dla wyznaczania potowy pola kota, ktére zrobiono dla catkowania z wykorzystaniem symbolic

toolbox. Wykorzystamy funkcje f(r,a) = Viricos(a)? + risin(a)?

fk=@(r,alpha) ((r.*cos(alpha)).”2+(r.*sin(alpha)).”2).”0.5

fk =
@(r,alpha)((r.*cos(alpha)).”2+(r.*sin(alpha)).”2).70.5



Policzmy warto$¢ catki dla r1=0 do r2=5 i kgta alphal=0 i alpha2=pi, co jest rownowarzne wyliczeniu pola kota o
promieniu R=5. Poniewaz pierwszg zmienng w fynkgciji jest r zatem jako pierwsze bedg granice catkowania po r,
a nastepnie po alpha

S_ke5=integral2(fk,0,5,0,2*pi)
S_kes = 78.5398

%Sprawdzenie wyniku z obliczen dla koza
S_kO5_spr=pi*572

S_ke5_spr = 78.5398

W ramach éwiczen mozna policzy¢ objetos¢ kuli wykorzystujac catke potréjng przedstawiong integral3,
wywotanej jako V=integral2(f(x,y,z),x_min,x_max,y_min,y_max,z_min,z_max). Do zaleznosci na
objetos¢ kuli mozna wykorzystac funkcje przedstawiong w materiatach Dziatania w Matlabie na wyrazeniach
symbolicznych cz. 2

Funkcje przygotowane do wyktadu
Funkcja calka_prostok_|

Zmiennymi wejscowymi bede funkcja f, przedziat catkowania [x1, x2] i ilo$¢ elemntéw na ktérych dzielony jest
przedziat. Zmienng wyjsciowg jest warto$¢ catki S

function S=calka prostok 1(f,x,n)
if length(x)~=2
%Komunikat o niewzasciwym przedziale zmiennej x
Disp "Przedziat catkowania powinien by¢ wektorem dwuelementowym [x1, x2]"
% Przypisanie wyniku jako NotaNumber
S=NaN;
else
xn=linspace(x(1),x(2),n+1);
S=0;
% Iteracyjne wyliczenie wartosci catki poprzez sumowanie podl
for i=1:n
S=S+f(xn(i))*(xn(i+1)-xn(i));
end
end
end

Funkcja calka_prostok_srod


https://robert-jakubowski.v.prz.edu.pl/download/paFFQENAF3bBJ3fhUlJkMRLUEZCzgxHRIaGQsHfxoHHzATRDQ0FHcpXzZAHywXG0ERTTwRIDAeEx8RNwpODgUDAxFcWXQYRCY,vcEEsDOwIDKlAvTwQuCQULRBVUSS01Vx4eEDVbFUJNVndHDQ/dzialania_w_matlab_na_wyrazeniach_symbolicznych_cz2.mlx
https://robert-jakubowski.v.prz.edu.pl/download/paFFQENAF3bBJ3fhUlJkMRLUEZCzgxHRIaGQsHfxoHHzATRDQ0FHcpXzZAHywXG0ERTTwRIDAeEx8RNwpODgUDAxFcWXQYRCY,vcEEsDOwIDKlAvTwQuCQULRBVUSS01Vx4eEDVbFUJNVndHDQ/dzialania_w_matlab_na_wyrazeniach_symbolicznych_cz2.mlx

Zmiennymi wejscowymi bede funkcja f, przedziat catkowania [x1, x2] i ilo$¢ elemntéw na ktérych dzielony jest
przedziat. Zmienng wyjsciowg jest wartos¢ catki S

function S=calka_prostok_srod(f,x,n)
if length(x)~=2
%Komunikat o niewtasciwym przedziale zmiennej x
Disp "Przedziat catkowania powinien by¢ wektorem dwuelementowym [x1, x2]"
% Przypisanie wyniku jako NotaNumber
S=NaN;
else
xn=linspace(x(1),x(2),n+l);
S=0;
% Iteracyjne wyliczenie wartosci catki poprzez sumowanie pdél przy
% zatozeniu ze wezet bedzie punkem Stodkowym
for i=1:n
S=S+f(0.5*(xn(i)+xn(i+1)))*(xn(i+1)-xn(i));
end
end
end

Funkcja catka_prostok_p

W podobny sposob jak wyzej nalezy przygotowaé funkcje do catkowania metodg prawych prostokatéw. Mozna
wykorzystaé te same zmienne wejsciowe i wyjsciowe, jak powyzej

Funkcja calka_trapez

Zmiennymi wejscowymi bede funkcja f, przedziat catkowania [x1, x2] i ilo$¢ elemntéw na ktorych dzielony jest
przedziat. Zmienng wyjsciowg jest wartos¢ catki S

function S=calka_trapez(f,x,n)
if length(x)~=2
%Komunikat o niewtasciwym przedziale zmiennej x
Disp "Przedziat catkowania powinien by¢ wektorem dwuelementowym [x1, x2]"
% Przypisanie wyniku jako NotaNumber
S=NaN;
else
xn=linspace(x(1),x(2),n+l);
S=0;
% Iteracyjne wyliczenie wartosci catki poprzez sumowanie pol trapezdw
for i=1:n
S=S+(xn(i+1)-xn(i))*0.5*(F(xn(i))+F(xn(i+l)));
end
end
end

Funkcja calka_trapez_xy
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Funkcja oblicza warto$¢ catki metodg trapezéw dla dyskretnego zbioru danych posortowanego wg rozngcych
wartosci X. Zmiennymi wejsciowymi sg wartosci x i odpowiadajgce im wartosci y

function S=calka_trapez_xy(x,y)

n=length(x);

S=0;

for i=1:n-1
S=S+0.5*(y(i+1)+y(i))*(x(i+1)-x(i));

end

end

Funkcja calka_simpsona

Zmiennymi wejscowymi bede funkcja f, przedziat catkowania [x1, x2] i ilo$¢ elemntéw na ktorych dzielony jest
przedziat. Zmienng wyjsciowg jest wartosc¢ catki S

function S=calka_simpsona(f,x,n)
if length(x)~=2
%Komunikat o niewlasciwym przedziale zmiennej x
Disp "Przedziat catkowania powinien by¢ wektorem dwuelementowym [x1, x2]"
% Przypisanie wyniku jako NotaNumber
S=NaN;
else
xn=linspace(x(1),x(2),n+1);
S=0;
% Iteracyjne wyliczenie wartosci catki poprzez sumowanie pol trapezodw
for i=1:n
xm=0.5*(xn(i+1)+xn(i));
S=S+(xn(i+1)-xn(i))/6*(f(xn(i))+4*f(xm)+F(xn(i+1)));
end
end
end

Funkcja calkasimpsona_xy

Funkcja oblicza wartos¢ catki metodg Simpsona dla dyskretnego zbioru danych posortowanego wg rozngcych
wartosci Xx. Zmiennymi wejsciowymi sg wartosci X i odpowiadajgce im wartosci y

function S=calka_simpsona_xy(x,y)

n=length(x);

nl=length(y);

if nl~=n
% zabezpieczenie dla zle wprowadzonych danych wektor x i y majg rdzne
% diugosci

S=NaN;

disp 'wektor wejsciowy x i y muszg mie¢ te samg diugosc’
elseif n<3

%Zabezpieczenie gdy liczba elementdéw jest zbyt mata

S=NaN;

disp 'Nie mozna policzy¢ catki Simpsona dla mniej niz trzech punktéw'’
elseif round(n/2)==n/2

%Zabezpieczenie gdy liczba elementdéw jest parzysta

S=NaN;
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disp 'Wymagane jest do obliczen, aby liczba punktéw byta nieparzysta’
else

% Obliczenie catki

S=0;

for i=1:(n-1)/2

S=S+(x(2*1+41)-x(2*i-1))/6*(y(2*i-1)+4*y(2*i)+y(2*i+1));

end
end
end
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