Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych
opracowat dr inz. Robert JAKUBOWSKI, Politechnika Rzeszowska, KSiSL

Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych z wykorzystaniem metod
numerycznych

W poprzednim wyktadzie zaprezentowane zostato podejscie do rozwigzywania réwnan rézniczkowych z
wykorzystaniem Symbolic toolbox. Tym razem zaprezentuje podejscie do rozwigywania réwnan rézniczkowych
z wykorzystaniem funkcji ode - ordinary differential equations.

Jednym z narzedzi do rozwigzywania rénan i uktadéw réwnan rézniczkowych jest funkcja ode45. Zagadnienia
zwigzane z rozwigywaniem rownan rézniczkowych w technice najczesciej stosowane sg do zgadnien w
dziedzinie czasu - zwigzane z ruchem w czasie. Funkcje ode45 mozna uzy¢ w nastepujgcy sposob:

[t,y] = ode45(@odefun,tspan,y0)

gdzie:

t - wektor czasu

y - wektor rozwigznia funkgcji dla okreslonego czasu t
odefun - nazwa funkcji zawierajgcej rownanie rézniczkowe
tspan - przedziat czasu

yO0 - wartosc¢ y dla poczatkowej chwili czasu tO

Przedsyawmy to na przyktadzie. Poszuka¢ rozwigzania réwnania rézniczkowego opisanego rownaniem:

%% = sin(7)

w przedziale czasu tspan=[0 , 4pi), gdy dla poczatkowej chwili czasu t0 y0=0.

W celu rozwigzania rownania przgotowuje sie funkcje zmiennejy it. Takg funkcje przedsyawiono ponizej w
funkcjech pomocniczych pod nazg odefunl.

Zdefinujmy zatem przedziat czasu tspan oraz wartos¢ y0 dla poczatkowej chwili czasu tO

tspan=[0 4*pi]

tspan =
(4] 12.5664

ye=-1;

Wywotajmy funkcje ode45 otrzymujemy rozwigzanie, czyli przebieg zmiennej y w czasie t:
[t,y] = ode45(@odefunl,tspan,y0);

Narysujmy tg funkcje na wykresie

plot(t,y)



xlabel('t');

ylabel('y")
grid on
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Tym razem rozwigzmy zadanie, gdy réwnanie rézniczkowe wyglada nastepujgco

So(13)
gdzie k=100

Przedstawmy rozwigzanie rownania w przedziale czasu tspan=[0,10]s, gdy dla poczatkowej chwili czasu tO
y0=1.

W celu rozwigzania rOwnania przgotowuje sie funkcje zmiennej y i t. Takg funkcje przedsyawiono ponizej w
funkcjech pomocniczych pod nazg odefun?2.

Zdefinujmy zatem przedziat czasu tspan oraz wartos¢ y0 dla poczatkowej chwili czasu tO
tspan=[0 10]

tspan =
0 10

yoe=1;

Wywotajmy funkcje ode45:



[t,y] = oded45(@odefun2,tspan,y0);

Wynik przedstawmy na wykresie

plot(t,y)
xlabel('t")
ylabel('y")
grid on

W rozwigzaniu otrzymali$my wektor czasu i odpowiadajgce wartosci y. W ten sposob gdy chcemy znalez¢
wartos$¢ y dla konkretnej chwili czasy t, mozemy mie¢ problem. Dane sg wartosci y dla okreslonych warto$ci
czasu t. Na przyktad w tym przypadku dostaliSmy wektor czasu t o n elementach:
n=length(t)
n = 45
disp(t"')
Columns 1 through 10
@ ©0.0507 0.1015  ©.1522  ©0.2030  0.4277  0.6524  0.8771 1.1018 1.3518
Columns 11 through 20
1.6018 1.8518 2.1018 2.3518  2.6018  2.8518 3.1018  3.3518  3.6018 3.8518
Columns 21 through 30
4.1018  4.3518  4.6018  4.8518 5.1018 5.3518 5.6018 5.8518  6.1018  6.3518
Columns 31 through 40
6.6018  6.8518  7.1018  7.3518  7.6018  7.8518  8.1018  8.3518  8.6018  8.8518
Columns 41 through 45
9.1018  9.3263  9.5509  9.7754 10.0000
Gdy interesuje nas wynik dla prezentowanej chwili czasu t np. dla t(25), to mozemy otrzymaé wartos¢ y w
sposob nastepujgcy
t(25)

ans = 5.1018

y(25)
ans = 62.4097

Przedstawmy otrzymany punkt na wykresie

hold on

plot(t(25),y(25), pr’)
hold off
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Problem pojawia sie, gdy chcemy otrzymac rozwigzanie dla chwili czasu t, ktéra nie jest zawarta w wektorze
t. W takim przypadku, mozemy wywota¢ funkcje ode45 nieco inaczej, przypisujac jej tylko jedng wartos¢
wyjsciowa:

rozw = ode45(@odefun2,tspan,y®)
rozw =
solver: 'ode45'
extdata: [1x1 struct]
X: [0 ©0.2030 1.1018 2.1018 3.1018 4.1018 5.1018 6.1018 7.1018 8.1018 9.1018 10]
y: [1 1.2223 2.9503 7.6333 18.3451 37.9180 62.4097 81.8613 92.4643 97.0894 98.9086 99.5524]
stats: [1x1 struct]
idata: [1x1 struct]

W tym przypadku zmienna rozw jest strukturg zawierajgcg rozwigzanie, ktére potem w sposoéb tatwy z uzyciem
funkcji deval mozna przeliczy¢ dla dowolnej chwili czasu t, dla ktérej wczesniej wyznaczyliSmy rozwigzanie.
Naprzyktad teraz wyznaczmy rozwigzanie dla t=2 i przedstawimy rozwigzanie na wykresie

% Wyznaczanie wartosci y od t=2 dla wczesniej wyznaczonego rozwigzania jako
% struktura rozw
y2=deval(rozw,?2)

y2 = 6.9459

% Powtdrzenie wykresu na podstawie wczesniej wyznaczonych punktoéw
plot(t,y)

hold on

xlabel('t")

ylabel('y")



plot(2,y2, 'pr’)
% Wyznaczenie wartosci y od t=2.2222
y2_222=deval(yodt,2.222)

y2 222 = 8.5248

plot(2.222,y2 222,'pc")
% Wyznaczenie wartosci y dla trzech wartosc¢i chwili czasu t
y4 8=deval(yodt,[4,6,8])

y4 8 =
35.5529 80.3008 96.7881

plot([4,6,8],y4_8, 'gp")
grid on
hold off
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Zadanie do wykonania w ramach éwiczen
Wyznaczy¢ warto$¢ rozwigzania rownania w przedziale czasu t=0:2pi

dX — 26in(x) = cos(12)
dt

poczatkowg warto$¢ rozwigzania w chwili czasu t=0 przyjg¢ x0=1

Przedstawi¢ rozwigzanie graficznie linig niebieska ciggta



Nastepnie zmieni¢ wartos¢ poczatkowg x0=0, dla chwili tO, rozwigzanie przedstawi¢ na tym samym wykresie
linig przerywang w kolorze czerwony,

Uwaga : Funkcjach na dole w Funkcje pomocnicze nalezy przygotowac stosowng funkcje zawirajgcg rownanie

Funkcje pomocnicze

Funkcja, przygotowana do rozwigzania rownania rozniczkowego za pomocg funkcji ode45, zawierajgca
réwnanie

szzsnt
g =S
Funkcja odefunl (nazwa moze by¢ dowolna). Po nzawie funkcji zmienne niezalezna tizmiennea zaleznay,
ktora w tym wypadku nie wystepuje w réwnaniu
function dydt = odefunl(t,y)

dydt = sin(t);
end

Funkcja odefun2 przygotowana do rozwigzania réwnania rézniczkowego za pomocg funkcji ode45,
zawierajgca réwnanie

-2(-3)

Funkcja odefun2. Po nzawie funkcji zmienne niezalezna ti zmiennea zalezna y

function dydt = odefun2(t,y)

K = 100;
dydt = y*(1 - y/K);
end

Funkcja, przygotowana do rozwigzania rownania rézniczkowego

dX — 26in(x) = cos(12)
dt



