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Aproksymacja polega przyblizeniu przebiegu punktéw okreslong funcjg z zapewnieniem najmniejszego btedu
pomiedzy funkcjg przyblizajacg a zadanymi punktami. W odr6znieniu od interpolacji w tym wypadku nie zalezy
nam na tym aby wyznaczona funkcja doktadnie przechodzita przez zadane punkty. Zagadnienia aproksymacji
najczesciej dotyczg wyznaczenia stosunkowo prostej funkcji oddajgcej ogélny trend rozktadu otrzymanych
punktéw. Zagadnienia te wykorzystuje sie do analizy wynikow badan obarczonych btedem pomiaréw,

ktore rozktadajg sie wzgledem krzywej o okreslonym ksztatcie np. funkci liniowej, funkcji kwadratowej,
trygonometrycznej itd. Przyktad aproksymaciji przedstawiono na rysunku 1.
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funkcja
aproksymujaca

Rys.1 Przyktad zagadnienia aproksymacji

Funkcje aproksymujgce mogg by¢ wielomianam, funkcjg trygonometryczng, funkcjg logarytmiczna, funkcjg
wymierng itd.

Poszukiwanie funkcji aproksymujacej mozna realizowa¢ metodg najmniejszych kwadratéw, stgd tez metoda
aproksymaciji nosi naze aproksymacji sredniokwadratowej lub najmniejszych kwadratéw, co mozna zapisac:

F = min <Zn: yi— F(x,»))
i-1

Pokzmy zagadnienie aproksymaciji na najprostrzym przyktadzie aproksymacji funkcjg liniowg zwanej tez metodg
regresji liniowej. Berdziej zaawansowane metody zostang przedstawione w kolejnych rozdziatach.

Regresja liniowa



Zaktadamy, ze przyblizenie otrzymanych punktéw bedzie funkcja liniowg :
F = ax+a
Problem aproksymacji przedstawiono na rysunku 2
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Rys 2. Aprolsymacja funkcjg liniowg

Poszukujemy wartogci Parametrow a; i a,, funkcji £ = aix + a, , takich aby gpetniony zostat Warunek

S(ay, ay) = miﬂ(Z (i = F(xi))2> = min <Z (yi = (@ x; + az))2>
i=1

i=1

Zadanie to moZna rozwiazaé rézniczkujqc Wyrazenie w naWia.Sie pO a, | a) | przyréwnujac dO 0.

%S(al,az) =0
0

= S(ay, =0
da, (a1, 0)

Po podtsawieniu wyrazenia na F otrzymujemy

n

0N (yi— (@ xi+a))?=0

da, ‘=
n

J Z (yi— (a1 x;+a))*=0

oa, =

po zrézniczkowaniu otrzymujemy ukfad réwnan w postaci:
2D Gi— (@ x+ @) (=x) =0
i—-1

22 i— (@ x;+a))(=1) =0
=1

po przeksztatceniu sprowadza sie to do nastepujacego uktadu réwnan:
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W postaci macierzowej mozna ten uktad przedstawi¢:
n n n
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Sprawdzmy to na konkretnym przyktadzie. Zadajmy punkty

xi=[2, 4, 6, 8, 10];
yi=[2.5 10 32 40 60];

Przedstawmy to graficznie na wykresie
plot(xi,yi, 'pr', 'MarkerFaceColor',"r")

Przygotujmy ukfad réwnan wg wczesniej podanej zaleznosci w postaci:

Pxa=Y

gdzie:
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Wykorzystajmy mnozenie maciezowe, ktorym zastgpimy sumowanie. Zgodnie z zapisem maciezowym:



a1 a ay ay % =a,+ar+ar+ as,
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stad,
n=length(xi)
n=>5

% tworzymy wektor pomocniczy o jednej kolumnie i n wierszach
mp=ones(n,1)

mp =

R R R RR

% Przygotujmy wektory P i Y o odpowiednich wymiarach

P=ones(2);

Y=ones(2,1);

% Obliczmy wartosci P i Y weditug podanych wyzej zaleznosci

% Skalarnie jest podnoszony wektor xi do kwadratu, a potem wymnazany

% wektorowo z mp

P(1,1)=(xi."2)*mp;

P(1,2)=xi*mp

P =

220 30
1 1

P(2,1)=P(1,2);

P(2,2)=n

P =
220 30
30 5

% W tym wypadku wykorzystujemnymnozenie kombinowane skalarne xi i yi z
% wektorowym mp

Y(1,1)=(xi.*yi)*mp;

Y(2,1)=yi*mp

Y =

103 x
1.1570
0.1445

Rozwigzmy uktad réwnan w celu wynzcenia wektora a

a=(PA-1)*Y

a =
7.2500
-14.6000



% zamienmy wektor kolumnowy w wektor wierszowy
a=a'

a =
7.2500 -14.6000
W ten sposob zostaty wyznaczone wartosci parametrow wielomianu interpolujgcego, a wtasciwie funkciji
liniowej. Narysujmy jg z wykorzystaniem poznanej wczesniej funkcji polyval.

hold on

grid on

fplot(@(x) polyval(a,x),[xi(1),xi(end)],"'g")
hold off
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Odchylenie standardowe wg [1] wyznacza sie z zaleznosci:

_ 1N
S = n_zz;ﬁ

gdzie ¢;=y;— F(x), co dla metody regresji liniowej daje ¢; =y, — (a;x;+ a,).

Sume btedu wzglednego dzieli sie przez n-2 w celu uwzgledninia niepewnosci pomiarow oraz btedow przy

wyznaczniu a, i a;. Policzmy zatem odchylenie standradowe

e=0;
for i=1:n
e=e+(yi(i)-(a(1).*xi(i)+a(2))).”2;



end
S=sqrt(e./(n-2))

S = 4.1513

Wyznaczona w ten sposob warto$¢ jest brana pod uwage przy okreslaniu rzeczywistej wartosci wyrazaonej na
podstawie aproksymaciji, stad:

y(xi) = F(Xi) +S

czyli dla x=5;

y_5 max=polyval(a,5)+S
y_5_max = 25.8013
y_5 min=polyval(a,5)-S
y_5_min = 17.4987

Wykres z zaznaczonym przedziatem wystepowania rozwigzania przedstawiono graficznie liniami przerywanymi
na wykresie

fplot(@(x) polyval(a,x),[xi(1),xi(end)], 'g")
hold on

grid on

plot(xi,yi, 'pr', 'MarkerFaceColor',"r")
fplot(@(x) polyval(a,x)+S,[xi(1),xi(end)], 'c--")
fplot(@(x) polyval(a,x)-S,[xi(1),xi(end)], 'c--")
xlabel("x")

ylabel('y")

plot([5,5],[y_5 min,y 5 max],'-k*")

hold off
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Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona

Wspétczynnik korelacji okresla poziom dopasowania danych do funkcji aproksymujgcej. W przypadku
wspolczynnika Pearsona okresla on skorelowanie punktéw z aproksymacjg zaleznoscia liniowg. Wyznacza sie
go z zaleznosci:
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gdzie wartosci x i y srednie liczy sie nastepujgco:
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Wspotczynnik korelacji zawiera sie w przedziale od -1 do 1. Gdy jest on bliski -1 ozncza to silng korelacje
ujemnag, a gdy jest on bliski 1 oznacza so silng korelacje dodatnig. Gdy jest on bliski 0 oznacza to brak korelac;ji.
W naszym przypadku wspoczynnik korelacji wyliczymy nastepujgco:

Wartosci sredanie x iy



X_sr=1/n.*(xi*mp)
X_sr = 6
y_sr=1/n.*(yi*mp)
y_sr = 28.9000

Pozostate skiadniki zaleznosci

licznik=(xi-x_sr).*(yi-y_sr)*mp;
mianownikl=(xi-x_sr).”2*mp;
mianownik2=(yi-y_sr).”2*mp;
r=licznik/sqrt(mianownikl*mianownik2)

r = 0.9879

Wspdczynnik korelacji wyszedt na poziomie bliskim jednosci, czyli mamy do czynienia z silng dodatnig korelacjg
liniowa.

Aproksymacja wielomianem wyzszego stopnia

Aproksymacje wielomianem wyzszego zedu mozna sprowadzi¢ do rozwigzania podobnego uktadu réwnan jak
w przypadku aproksymacji liniowej. Przyktadowo dla aproksymacji funkcjg drugiego stopnia:

F=axX>+ax+a;

poszukiwali hedziemy Parametrow ai, a,, as. Dla takiego przypadku yktad rownan bedzie
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Ogolnie dla aproksymacji wielomianem m-tego stopnia ukfad réwnan przedstawia sie nastepujgco
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Zadanie to zostato zawarte w funkcji aproksymacja_wielomian

Wyprébujmy jak zadziata funkcja , gdy zastosujemy jg do wczesniej rozwigzywanego zadania. Wywotajmy jg z
wczesniej zdefiniowanymi punktami, oraz stopniem wielomianu aproksymacyjnego rownym 1.

[P,S,R]=aproksymacja _wielomian(xi,yi,1)

P =
7.2500 -14.6000
4.1513
0.9879

S
R

Otrzymany wynik jest doktadnie taki sam jak otrzymano wczes$niej

Przygotujmy punkty, ktére bedg uktadac¢ sie w funkcje trzeciego stopnia:

xi=0:0.1:3;
yi=2.*xi.”3+3.*x1.72+2;

Przedstawmy to graficznie w postaci punktow

plot(xi,yi,"p")
xlabel("x")
ylabel("y")
grid on
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Zweryfikujmy jakie wartosci parametréw funkcji aproksymuijacej otrzymamy gdy wstawimy warto$¢ wyktadnika
wielomianu aproksymujacego 2

[P2,52,R2]=aproksymacja_wielomian(xi,yi,2)

P2 =
12.0000 -10.6240  4.4360

S2 = 1.1557

R2 = 0.9345

Dla poréwnania zobaczmy jakie parametry otrzymamy w przypadku aproksymacji wielomianem 3-go stopnia

[P3,S3,R3]=aproksymacja_wielomian(xi,yi,3)

P3 =
2.0000  3.0000  ©.0000  2.0000

S3 = 2.0651e-12

R3 = 0.9345

W przypadku aproksymacji funkcjg 3-go stopnia odchylenie standardowe S3 jest rowne 0, dla drugiego stopnia
wartos¢ ta wyszta nieco wieksza S2=1.156

Dodajmy jeszce aproksymacje funkcjg liniowg i porébnajmy wyniki graficznie

[P1,S1,R1]=aproksymacja wielomian(xi,yi,1)

P1 =
25.3760 -12.9640

S1 = 8.9388

R1 = 0.9345

W tym wypadku odchylenie standardowe S1 wyszto na poziomie 8.9. Dla wszystkich obliczen warto$¢
wspolczynnika korelacji liniowej jest taki sam, bowiem on zalezy od utozenia punktéw i nie wplywa na niego
zastosowana funkcja aproksymujaca.

Narysujmy fynkcje punkty wraz z obydwoma funkcjami aproksymujgcymi

plot(xi,yi,"p")

xlabel("x")

ylabel("y")

hold on

fplot(@(x) polyval(P1,x),[xi(1),xi(end)], 'm--")

fplot(@(x) polyval(P2,x),[xi(1),xi(end)], 'r-")

fplOt(@(X) pOvaal(PBJX))[Xi(l)JXi(end)]:Ig")

legend("punkty", "aproks. f. liniowa" , "aproks.f.2-go st","aproks f.3-go st","Location","nortt
grid on

hold off
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Analiza pokazana graficznie, ze funkcja liniowa zdecydowanie gorzej oddaje trend pokazanych punktéw,
niz pozostate dwie funkcje. Natomiast interpolacja funkcjg drugiego i trzeciego stopnia daje dobrg korelacje,
oczywiscie funkcja 3-go stopnia w sposob idealny oddaje trend, odchylenie standardowe jest rowne 0.

Aproksymacja z wykorzystaniem funkcji Matlaba

W matlabie do aproksymaciji wielomianem mozemy wykorzysta¢ funkcje polyfit, ktérg wykorzystywaliSmy w
obliczeniach wielomianu interpolacyjnego. W tym wypadku stopien wielomianu okreslamy zgodnie z funkcja,
ktérg chcemy aproksymowac dane. Dla zadanych wczes$niej punktow sprébujemy wyznaczy¢ wielomian 2-go i
3-go stopnia z wykorzysraniem funkcji polyfit i poréwnaé wyniki

Pol2=polyfit(xi,yi,2)

Pol2 =
12.0000 -10.6240 4.4360

P2

P2 =
12.0000 -10.6240  4.4360

Pol3=polyfit(xi,yi,3)

Pol3 =
2.0000 3.0000 -0.0000 2.0000

P3
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P3 =
2.0000  3.0000  ©.0000  2.0000

Porownanie wynikow otrzymanych obydwoma metodami wskazuje, ze uzyskaliSmy te same wartosci

wskaznikéw wielomiandw aproksymujgcych, co potwierdza poprawnos$¢ funkcji przygotowanej do wykfadu.

Cwiczenia do tematu

Przygotuj punkty stanowigce zaleznos$¢ wielomianu 4-go stopnia. Przedstaw je graficznie na wykresie. Wykonaj
aproksymacje wielomianem 2-go, 3-go i 4-go jedng z przedstawionych funkcji. Wyniki dotgcz do wykresu

Funkcje przygotowane do wyktadu

Funkcja aproksymacja_wielomian w postacie [P,S,R]=aproksymacja_wileomian(xi,yi,m). zmienne wyjsciowe to
P - parametry wielomianu zgodne z funkcjig polyval, S - odchylenie standardowe, R - wspétczynnik korelaciji.
Zmienne wejsciowe Xi - wektor X, yi - wektor y, m - stopieh wielomianu aproksymujgcego.

function [P,S,R]=aproksymacja_wielomian(xi,yi,m)

%sprawdzenie wymiaru wektordw w celu weryfikacji

[s1_x,s2 x]=size(xi);

[sl_y,s2_y]=size(yi);

%Zmienna Pom wprowadzona, do kontynuacji obliczen Pom=0, obliczenia s3
%kontynuowane, Pom=1 Obliczenia nalezy przerwac;

Pom=0;
if s1 x>1
if s2_x>1
disp("Zmienna xi powinna by¢ wektorem™)
Pom=1;
end
xi=xi';
end
if s1_y>1
if s2_y»>1
disp("Zmienna yi powinna by¢ wektorem")
Pom=1;
end
yi=yi®;
end

if length(xi)~=length(yi)
disp("Dtugosc¢ wektordéw xi i yi powinna by¢ rdéwna™)
Pom=1;

end

% KOD WEASCIWY FUNKCJII

if Pom==0
n=length(xi);
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% tworzymy wektor pomocniczy o jednej kolumnie i n wierszach
mp=ones(n,1);
P=zeros(m+l);
%Zawarcie xi w postaci wektora
for i=1:m+1
P_pom(i,:)=xi.~(m+1l-1i);
Y_pom(i,:)=yi;
end
for i=1:m+1
P(:,i)=(P_pom.*xi.~(m+1-1))*mp;
end

Y=zeros(1l,m+1);
Y=Y_pom.*P_pom*mp;
Y(m+1,1)=yi*mp;

a=(P~-1)*Y;

% zamienmy wektor kolumnowy w wektor wierszowy i przypisanie do

% zmiennej P

P=a';

%0ODCHYLENIE STANDARDOWE

e=0;

for i=1:n
e=e+(yi(i)-polyval(P,xi(i))).”2;

end

S=sqrt(e./(n-2));

%WSPOtCZYNNIK KORELACIJI

%Wartosci sredanie x 1y

x_sr=1/n.*(xi*mp);

y_sr=1/n.*(yi*mp);

%Pozostate sktadniki zaleznosci

licznik=(xi-x_sr).*(yi-y_sr)*mp;

mianownikl=(xi-x_sr).”2*mp;

mianownik2=(yi-y_sr).”2*mp;

R=1licznik/sgrt(mianownikl*mianownik2);

else
P=NaN;
S=NaN;
R=NaN;

end

end
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