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Wyktad poswiecony jest wykorzystaniu narzedzi Matlab_a do rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych.

Zaprezentuje dwa podejscia do rozwigzania tego typu zadan. Pierwsze bedzie polegato na rozwigzaniu z
wykorzystaniem biblioteki do obliczen symbolicznych (symbolic toolbox) i drugie wykorzystujgce metody
numeryczne w rozwigzywaniu uktadoéw réwnan.

Rozwigzywanie uktadéwn réwnan z wykorzystaniem symbolic toolbox

Do prowadzenie obliczen symbolicznych wymagany jest symbplic toolbox. Zmienne symboliczne muszg by¢
zdefiniowane poprzez komende syms. Samo rozwigzywanie jest realizowane przez funkcje solve. Funkcje
solve mozna wykorzystac¢ do rozwigzywania symbolicznego réwnan nieliniowych jednej zmiennej jak tez
uktaddéw rénan nieliniowych.

Rozpatrzmy uktad réwnan nieliniowych dwoch zmiennych x i y przedstawiony ponizej (w rownaniu stosuje sie
podwdjny znak ==):

X2 + Xy +y ==
XN2-4*x+3==0

Rozwigzanie uzyskamy wykonujgc ponizsze polecenia.

syms X y
[S] = solve(x"2 + x*y + y == 3,x"2 - 4*x + 3 == Q)

S =
x: [2x1 sym]
y: [2x1 sym]

Otrzymujemy rozwigzanie w postaci struktury S.x i S.y, Aby zobaczy¢ wyniki nalezy wywotac¢ strukture w postaci
SXx, Sy



Widzilmy, ze rozwigzanie uktadu réwnan stanowi dwa punkty: pierwszy P1=(1,1) i drugi P2=(3,-3/2)

Podobne rozwigzanie mozna otrzymaé podstawiajgc takg ilos¢ zmiennych wyjsciowych, jaka jest ilos¢
zmienneych wejsciowych wtedy: rozwigzanie zobaczymy od razu, gdy linia komendy nie jest zakonczona
Srednikiem

[Sx,Sy] = solve(x"2 + x*y + y == 3,x"2 - 4*X + 3 == Q)
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Rozwigzania symboliczne pozwalajg na rowigzanie uktadéw réwnan z parametrami, ktore nie sg liczbami.
Zatzmy, ze przedstawiony uktad rownan nieco zmodyfikujemy dodajgc parametr a i b i obecnie bedziemy mieli

uktad w postaci:

X"2 + X*y + y*b == 3*a

X"2 - 4*x + 3*b==0

Poniewaz zostaty dotozone dwie zmienne symboliczne, dlatego musimy je dodefiniowac:

syms a b

Teraz uzyjemy funkcji solve, podajgc na poczgtku réwnania, a nastepnie zmienne wedtug ktérych bezie
rozwigzywany ukfad réwnan:
[S] = solve(x"2 + x*y + y*b == 3*a, x"2 - 4*x + 3*b == 0, X, y)
S =
x: [2x1 sym]

y: [2x1 sym]

Zobaczmy wyniki wywotujac:
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Tym razem rozwigzanie jest podane w postaci zaleznosci funkcyjnej o ztozonej strukturze.
Sprawdzmy wynik rozwigzania, gdy uktad rozwigzemy wzgledem x i a zamiast x i y
[S] = solve(x”*2 + x*y + y*b == 3*a, x*2 - 4*x + 3*b == 0, x, a)
S =
x: [2x1 sym]

a: [2x1 sym]

Tym razem zmienna S ma dwie podzmienne X i a, stgd aby zobaczy¢ ich wartosci wywotamy:
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Rozwigzywanie symboliczne z wykorzystaniem funkcji vpasolve
W przypadku, gdy rozwigzanie w zapisie symbolicznym (w postaci zleznosci funkcjyjnej) nie jest mozliwe
funkcja solve nie moze mie¢ zastosowania.

Rozwigzmy przedstawiony ponizej uktad:
2xy-2y"2=1
y"3-cos(x)=-0.5

Sprébujmy rozwigzac to przez funkcje solve.

syms X vy
S=solve(2*x.*y-2*y ~2==1, y.”3-cos(x)==-0.5, X, Y)
Warning: Unable to solve symbolically. Returning a numeric solution using vpasolve.
S =
x: [1x1 sym]
y: [1x1 sym]
Otrzymalismy informacje, ze zadanie nie zostato rozwigzane funkcjg solve, a w zamian uzyto funkcje vpasolve.
Rozwigzanie jest dostepne przez wywotanie struktury S.x S.y

S.X



ans = 80.634211717511172572960256063913
S.y
ans = (.0062013188410295545027552136209122
Wywotajmy rozwigzanie uktadu uzywajac funkcji numerycznej vpasolve
S=vpasolve(2*x.*y-2*y ~2==1, y.”3-cos(x)==-0.5, X, Yy)
S =

x: [1x1 sym]
y: [1x1 sym]

S.X
ans = 80.634211717511172572960256063913
S.y

ans = (.0062013188410295545027552136209122

Otrzymane rozwigzanie pokazuje, ze dla x=80.6342.. i y=0.0062.. wystepujg warunki spetniajgce ronosc
obydwu funkcji. Chcgc zobaczyé, czy dla innych warunkéw poczgtkowych, mozna uzyskac inne rozwigzanie,
mozna wskaz¢ obszar poszukiwania rozwigzania wywotujgc funkcje w postaci podanej ponizej, gdzie wartosci
wpisane w nawiasie kwadratowym definiujg punkt startowy poszukiwania rozwigzania dla x=-10 dla y=0:

S=vpasolve(2*x.*y-2*y ~2==1, y.”3-cos(x)==-0.5, x, y,[-10, 0]);
S.X

ans = —7.3307597183798417871580190576819
S.y

ans = —(.068852435110532017315385178883978

Tym razem otrzymaliSmy rozwigzanie dla innych wartosci x i y, bo zdefiniowliSmy rozpoczecie poszukiwania
rozwiazania x=-10 y=0. Mozemy réwniez wykorzystac przedziaty do poszukiwania rozwigzania. Przyjzyjmy sie
jaki bedze wynik rozwigzania, gdy przedziat x bedzieod -5do 1,ayod-1do 1

S=vpasolve(2*x.*y-2*y . "2==1, y.”*3-cos(x)==-0.5, x, y,[-5, 1; -1, 1]);
S.X

ans = —1.4142711101893398407277081677249
S.y
ans = —0.70075642670225153562774875684778

Teraz znalezliSmy kolejne rozwigzanie uktadu réwnan.

Zeby zobrazowaé wyniki rozwigzania najlepiej jest narysowaé obydwie funkcje w interesujgcym nas przedziale
poszukiwania rozwigzania. Wtedy na podstawie analizy wykresu mozna wskazac interesujgce nas obszary



poszukiwania doktadnego rozwigzania. Do tej pory otrzymali$my wyniki spetniajace uktad réwnan dla x od
ok. -7 do ponad 80, y byto w poblizu O, dlatego narysujmy wykres obydwu funkcji w przedzaile dla x =-10 do
85 y=-1 do 1. Aby byto to tatwiej zrobi¢ zdefiniujmy réwnania rl i r2, a do rysowania uktadu réwnan dwéch
zmiennych wykorzystamy funkcje fimplicit:

% Pierwsze rownanie przypisujemy zmiennej rl, zwrocmy uwage na podwdjny
% znak == po stronie samego roéwnania
rl=2*x,*y-2*y "2==1

ri=2xy—-2y"=1

% drugie roénanie przypisujemy zmiennej r2
r2=y.”3-cos(x)==-0.5

r2 =

3 __1

y? —cos(x) = 3

%Rysujemy pierszg funkcje w kolorze zielonym 'g'’
fimplicit(rl,[-10,80,-1,1],'g")

hold on

%Rysujemy drugg funkcje w kolorze czerwonym 'r'
fimplicit(r2,[-10,80,-1,1],'r")

%Dodajemy opis osi

ylabel('y")

xlabel('x")

grid on

hold off
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Widocznym jest, ze dla x w przedziale -10 do 80 wystepuje wiele rozwigzan spetniajgcych analizowany ukfad
réwnan. Ograniczmy sie do znalezienia wszystkich rozwigzan w przedziale od -10 do 0 aby zdefiniowa¢ punkty
poczatkowe przerysujmy uktad tak, aby powiekszy¢ ten fragment:

fimplicit(ri,[-10,0,-1.2,1],'g")
hold on
fimplicit(r2,[-10,0,-1.2,1],'r")
%Dodajemy opis osi

ylabel('y")

xlabel('x")

grid on

hold off

Teraz wida¢, ze punktami startowymi dla x moga by¢ kolejno -8, -6 -2, y dla kazdego przypadku moze mie¢
wartos¢ 0. Wyniki bedziemy kolekcjonowaé w wektorze S.

S(1)=vpasolve(ri,r2,x,y,[-8,0]);
S(2)=vpasolve(ri,r2,x,y,[-6,0]);
S(3)=vpasolve(ri,r2,x,y,[-2,0]);

S.X
ans = —7.3307597183798417871580190576819
ans = —5,2349236994484087335535149938686
ans = —1.4142711101893398407277081677249
S.y



—0.068852435110532017315385178883978
—0.097321668154604972330460981374425
—0.70075642670225153562774875684778

ans

ans

ans

Punkty mozemy przedstawi¢ na wykresie dorysowujgc je z uzyciem funkcji plot. Wczes$niej musimy je przerobié
z wyrazen symbolicznych na liczny za pomocg funkcji eval

sx=[eval(S(1).x),eval(S(2).x),eval(S(3).x)]

SX =
-7.3308 -5.2349 -1.4143

sy=[eval(S(1).y),eval(S(2).y),eval(S(3).y)]

sy =
-0.0689 -0.0973 -0.7008
hold on
plot(sx, sy, 'o")
hold off
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UWAGA: Przedstawione tutaj podejscie do zapisu rownan w postaci zmiennych moze zosta¢ takze
wykorzystane w funkcji solve. Wtedy najpierw definiujemy réania R1, R2 itd, i do funkcji solve zamiast rownan
mozemy wstawi¢ zmienne R1 i R2 itd. Przedstawiona metoda pozyskiwania wartosci numerycznych z obliczen
symbolicznych poprzez funkcje eval jest takze stuszna dla wynikow uzyskanych metodg solve.



Rozwigzywanie z wykorzystaniem obliczen numerycznych uktadéw réwnan
nieliniowych

Rozwigzmy przedstawiony ponizej uktad inng metodg bez uzycia obliczen symbolicznych, a z wykorzystaniem
zapisu w postaci funkcji. Tym razem nie trzeba definiowa¢ zmiennych x i y jako zmienne symboliczne.
Sprébujmy rozwigzac¢ uktad, ktérym zajmowali$my sie wczesniej.

2xy-2y"2=1
y"3-cos(x)=-0.5

Metodyka postepowania podczas rozwigzywania tego uktadu bedzie zgodna z przedstawionymi ponizej
krokami.

Po pierwsze uktad sprowadzimy do ukfadu réwnan, w ktérych prawa strona bedzie réwna 0, czyli:
2xy-2y"2-1=0
y"3-cos(x)+0.5=0

Nastepnie przygotujemy funkcje dwoch zmiennych odpowiednio zwierajgce pierwsze i drugie rownanie w
postaci:

g=@(x,y) 2*x.*y-2.*y."2-1;
h=@(x,y) y.”3-cos(x)+0.5;

Uzyty w zapisie g=@(x,y) .. 0znacza, ze wyrazenie g jest funkcjg zmiennych x y. W funkcjach uzywamy
operatoréw mnozenia dzielenia i potegowania z kropka, czyli .*, ./, A

Do rozwigzania ukfadu rownan wykorzystamy funkcje Matlab-a fsolve, ale aby jg uzy¢ najpierw musimy
odpowiednio przygotowacé uktad réwnan. Musimy utworzy¢ nowg strukture, ktora zawierata bedzie
rozwigzywane funkcje. Dodatkowo rézne zmienne jak x i y musimy w tej strukturze zastgpi¢ jedng zmienng o
odpowiednich indeksach. Tak wiec wprowadzimy nowg zmienng np. w i przypiszemy zmiennej x zmienng w(1) i
zmiennej y zmienng w(2). Teraz nowa struktura zmienna nazwana uk_rown bedzie zmieng jednej zmiennej w w
postaci:

uk_rown=@(w) [g(w(1),w(2));h(w(1),w(2))];

Jak wida¢ przygotowana zostata zmienna zawierajgca obydwie wczes$niej przygotowane funkcje g i h utozone
jedno réwnanie pod drugim (stad oddzielenie srednikiem) a zmienne x i X zostaty zastgpione w(1) i w(2)

Aby rozwigzac ten uktad réwnan musimy poda¢ przyblizone rozwigzanie, dlatego na poczatek narysujmy
przebieg naszych funkcji na ptaszczyznie. Wykorzystamy do tego funkcje Matlab-a fimplicit. Kolorem zielonym
narysujemy funkcje g, a kolorem czerwonym h. Obydwie funkcje narysujemy w przestrzeni x iy od -3 do 3.

fimplicit(g,[-3,3],'g")
hold on
fimplicit(h,[-3,3],'r")
ylabel('y")

xlabel('x")

grid on



Dla pokazanego ukfadu funkcji wystepuje rozwigzanie w poblizu x=-2, y=-1, dlatego ten punkt przyjmiemy
jako punkt poczgtkowy poszukiwania rozwigzania. Zrobimy to definiujac wektor wp jako wektor kolumnowy
zawierajgcy jako -2 i -1:

wp=[-2;1];

Teraz z uzyciem funkcji fsolve poszukujemy rozwigzania wstawiajgc przygotowany uktad réwnan jako pierwszg
zmienng i rozwigzanie poczgtkowe jako drugg zmienng. Otrzymane rozwigzanie przypiszemy jako poszukiwane
rozwigzanie x0 i y0 i przedstawimy graficznie na wykresie

wo=fsolve(uk_rown,wp);
Equation solved.
fsolve completed because the vector of function values is near zero

as measured by the value of the function tolerance, and
the problem appears regular as measured by the gradient.

<stopping criteria details>
x0=wo (1)

X0 = -1.4143

yo=wo(2)

yo = -0.7008

plot(x0,y0, 'bp")
hold off
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Prezentowane graficznie rozwigzanie pokazuje, ze rozwgzanie zostato wyznaczone poprawnie. Jest ono
tez zgodne z rozwigzaniem uzyskanym wczesniejszymi metodami. W ten sam sposéb zmieniajgc punkt
poczatkowy mozemy poszukac pozostatych rozwigzan

Rozwigzywanie zagadnien przestrzennych

W kolejnym kroku przyjrzyjmy sie jak przedstawiong metode mozna wykorzysta¢ do rozwigzania zagadnien
przestrzennych. Zatézmy ze mamy dwie funkcje dwoch zmiennych, ktére zapiszemy réwnaniami:

01=@(x,y) -(x)."2/2+y."2-1;
02=@(X,Yy) X."2+y.*x-2;

Wykorzystamy funkcije fsurf do narysowania wykresu w przestrzeni. Kolorem zielonym narysujemy funkcje ol i
niebieskim funkcje 02

fsurf(ol,[-1 1],'b")
hold on

fsurf(o2, [-1 1],'g")
xlabel('X")
ylabel('y")

hold off
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Mozna zaobserwowac, ze w prezentowanym zakresie obydwie funkcje przecinajg sie. Sprobujmy ustali¢
rozwigzanie wystepujace w przestrzeni. Ograniczmy sie do znalezienia rozwigzania w przedziale dla x iy od -1
do 0. Wida¢, ze tutaj rozwigzania bedg wystepowalty dla ptaszczyzn Z z przedziaty -1 do -0.5.

Wybierzmy jaka$ ptaszczyzne startowg i poszukajmy poczatkowego rozwigzania. Zacznijmy od przeciecia
obydwu funkcji ptaszczyzng Z=-0.5. Aby zobaczy¢ odcisk obydwu funkcji na ptaszczyznie Z=-0.5 wykorzystamy
podobnie jak poprzednio funkcje fimplicit. Aby obydwie funkcje zaprezentowa¢ na ptaszczyznie Z=-0.5 muszg
one wiec spetnia¢ rownania 01=-0.5 i 02=-0.5, czyli po przeniesieniu na drugg strone dostaniemy nowe funkcje
w postaci 011=01+0.5 i 022=02+0.5, a zatem utwdzmy nowe zmienne bedgce funkcjami x i y w postaci:

% Tworzenie nowych zmiennych z pierwotnie przyjetych funkcji z
% uwzglednieniem przesuniecia wynikajgcego z ptaszczyzny na ktérej chcemy
% poszukac¢ rozwigzania

01l1=@(x,y) 01(x,y)+0.5;

022=@(X,y) 02(x,y)+0.5;

% Rysujemy wykres obu funkcji na wybranej ptaszczyznie
fimplicit(o11,[-1 ©],'b")

hold on

fimplicit(o22,[-1 0],'g")

ylabel('y")

xlabel('x")

grid on
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W pokazanym przypadku widzimy, ze poczatkowe rozwigzanie mozna zdefiniowa¢ jako -1, -1 (oznaczymy
p_p). Przezd przystgpieniem do rozwigzania wczesniej musimy przerobi¢ nasz uktad na jeden wspélny uktad o
wspolnych zmiennych np. jak wczesniej zmiennej w.

uk_rown=@(w) [011(w(1),w(2));022(w(1),w(2))];
p_p=[-1; -1];
wo=Ffsolve(uk_rown,p p);

Equation solved.
fsolve completed because the vector of function values is near zero
as measured by the value of the function tolerance, and

the problem appears regular as measured by the gradient.

<stopping criteria details>
woe

wo =
-0.8462
-0.9263

plot(wo(1),we(2), 'pr')
hold off

Rozwigzanie na ptaszczyznie zostato odnalezione. Teraz przenieSmy go na rysunek tréjwymiarowy, uzyjmy
funkciji plot3, gdzie x= w0(1) y=w0(2), a z= -0.5 Ponownie narysujmy rysunek 3D ale w mniejszej skali

fsurf(ol,[-1 -0.5 -1 9],'b")
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hold on

fsurf(o2, [-1 -0.5 -1 0],'g")

xlabel('X")

ylabel('y")
plot3(we(1),w0(2),-0.5, "Marker","o0", "MarkerFaceColor", 'r")

Poszukujagc kolejnych punktow przecigcia mozemy obniza¢ pataszczyzne o np. 0.2 od ptaszczyzny Z=-0.5i
poszukiwac¢ kolejnych punktéw, zaktadajgc ze poczatkowe rozwigzanie jest wynikiem z ostatniego rozwigzania.
Przypomne ze obnizenie ptaszczyzny Z o 0.2 wigze sie z dodaniem do poprzedniego rownania 0.2. Dlatego
tworzymy nowe zmienne z wykorzystaniem wczesniejszych zmiennych nastepujgco:

0l1=@(x,y) 011(Xx,y)+0.2;

022=@(X,y) 022(X,y)+0.2;

% Przepisujemy uktad réwnan z nowymi zmiennymi

uk_rown=@(w) [011(w(1),w(2));022(w(1),w(2))];

% Nowy punkt startowy zawiera wynik z poprzedniego obliczenia
P_p=wo;

wo=fsolve(uk_rown,p p,optimoptions('fsolve', 'Display', ' 'off"'));
wo

wo =
-0.8107
-0.7929

plot3(we(1),w0(2),-0.5-0.2, "Marker","o", "MarkerFaceColor",'r")
view([-37.02 9.35])
hold off

07 -0.6
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Obydwa punkty sg widoczne na przestrzennym rysunku. Gdyby$my chcieli wyznaczy¢ wiecej punktéw
spetniajacych w przestrzeni rozwigzanie ukfgdu réwnan, to proces nalezatoby zautomatyzowac uzywajgc
iteracji. Wykorzystamy petle while. W pokaznym przypadku wykonamy funkcje while dopuki y-owa sktadowa
jest w przedziale -1 do 0. Obliczenia wykonamy obnizajgc ptaszczyzne poszukiwania rozwigzania Z z krokiem
co0.1

% ustalamy poczatkowg ptaszczyzne z dla ktérej poszukujemy rozwigzania
% wz=-0.5
wz=-0.5;
% Pierwsze rownanie na okrestonej ptaszczyznie
011=@(x,y) ol(x,y)-wz(1);
% Drugie rownanie na okrestonej ptaszczyznie
022=@(x,y) 02(X,y)-wz(1);
uk_rown=@(w) [011(w(1),w(2));022(w(1),w(2))];
% Punkt poczatkowy rozwigzanie
p_p=[-1; -1];
% Rozwigzanie
wo=fsolve(uk_rown,p p,optimoptions('fsolve', 'Display’','off"'));
% Przypisanie zmiennej x pierwszego elementu zmiennej w@ i zmiennej wy
% drugiego elementu zmiennej w@
wx=wo(1);
wy=wo(2);
i=1;
% rozpoczecie petli iteracyjnej while
while wy(i)<0 && wy(i)>-1
% zmienna iteracyjna i
i=i+1;
% Okreslenie nowej ptaszczyzny z, ktéra jest kolekcjonowana jako wektor
% W zmiennej wz
wz(i)=wz(1l)-(i-1).%0.1;
% Pierwsze i drugie rownanie dla nowej ptaszczyzny
011=@(x,y) ol(x,y)-wz(i);
022=@(x,y) 02(x,y)-wz(i);
uk_rown=@(w) [011(w(1),w(2));022(w(1),w(2))];
%punkt poczgtkowy rozwigzanie wziety jako rozwigzanie z poprzedniego
%kroku
p_p=[wx(i-1);wy(i-1)];
% Wyznaczenie rozwigzania ukigdu rdéwnan
wo=fsolve(uk_rown,p_p,optimoptions('fsolve', 'Display"','off'));
%Przypisanie zmiennym wx i wy kolejnych rozwigzan
wx(i)=wo(1l);
wy (1)=we(2);
end
% Usuniecie ostatnich elementow z wektora wx,wy,wz. Obliczenia zakonczyty
% sie po przekroczeniu okreslonego zakresu obliczen o jeden punkt ponad
% limit
wx=wx(1l:i-1);
wy=wy(1l:i-1);
wz=wz(1l:i-1);
% Rysowanie wykresu w przestrzeni
fsurf(ol,[-1 -0.5 -1 @], 'b")
hold on
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fsurf(o2, [-1 -0.5 -1 0],'g")

xlabel('X")

ylabel('y")

%Rysowanie wyniku rozwigzania w przestrzeni z wykorzystaniem funkcji plot3

plot3(wx,wy,wz, 'Color', 'r', "MarkerFaceColor","r", 'LineStyle', "none", "Marker", "o")

hold off

view([-44.47 62.50])

}
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Graficznie przedstawiono rozwigzanie kropkami na wykresie. R

kolejnym punktom przedstawiono ponizej

WX

WX

-0.8283 -0.8107 -0.7939 -0.7784 -0.7654 -0.7570 -0.7585 = - -

-0.8462

wy

wy =

-0.8620 -0.7929 -0.7177 -0.6348 -0.5412 -0.4319 -0.2961 - - -

-0.9263

WZ

WZ

-0.6000 -0.7000 -0.8000 -0.9000 -1.0000 -1.1000 -1.2000 - - -

-0.5000

Rozwigzanie zadania z wykorzystaniem uktadu trzech réwnan z trzema niewiadomymi
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To zadanie mozna rozwigzaé tworzac uktad trzech rownan z trzema niewiadomymi. Dotézmy dodatkowg
zmienng z, ktéra bedzie definiowaé przemieszczanie sie wzgledem osi Z. Z réwnania 01 o zmiennych x

i y tworzymy réwnanie 011 o zmiennych X, y, z odejmujgc z od 01. Podobnie postepujemy z rownaniem

02. Na koncu tworzymy trzecie réwnanie o zmiennych X, y, z, ktére ma postaé¢ 033= z-a (a jest wartoscig
przemieszcenia wzgledem osi Z). Rozwigzanie realizujemy iteracyjnie zmieniajac wartos¢ a (zmiana z) od -0.5 z
krokiem co -0.1 do -1.3.

01l=@(X,y) -(x)."2/2+y."2-1;

02=@(X,y) X."2+y.*x-2;

011=@(x,y,z) 01(x,y)-z;

022=@(X,y,z) 02(X,y)-Z;

a=-0.5:-0.1:-1.3;

for i=1:length(a)
033=@(x,y,z) z-a(i);
uk_rown=@(w) [011(w(1),w(2),w(3));022(w(1),w(2),w(3));033(w(1),w(2),w(3))];
we=fsolve(uk_rown,[-1;-1;-1.3],optimoptions('fsolve’, 'Display", "off'));
wx(i)=wo(1);
wy (1)=we(2);
wz(i)=we(3);

end

WX

WX =
-0.8462 -0.8283 -0.8107 -0.7939 -0.7784 -0.7654 -0.7570 -0.7585 * -

wy

wy =
-0.9263 -0.8620 -0.7929 -0.7177 -0.6348 -0.5412 -0.4319 -0.2961 - " *

WZ

Wz =
-0.5000 -0.6000 -0.7000 -0.8000 -0.9000 -1.0000 -1.1000 -1.2000 - - -

Otrzymany wynik jest zgodny z uzyskanym wczes$niej.

Do rozwigzania zadania mozemy tez wykorzysta¢ metode z uwzglednieniem obliczerh symbolicznych. Stad
tez zdefiniujemy trzy zmienne symboliczne: X, y, z oraz trzy réwnania. Pierwsze dwa bedzie to przyréwnanie
réwnan wyjsciowych do wartoéci z i trzecie, gdzie z=a. Zmienna a bedzie odpowiada¢ za zmiane wzdt6éz osi Z.
Uktad réwnan przedstawia sie ponizej oraz zpis w Matlabie przedstawiaa ponizszy kod. Zwr6¢my uwage, ze w
funkcji vpasolve zdefiniowano te same obszary poszukiwania rozwigzania (zapis w nawiasie kwadratowym).
Wynikato to z wczesniejszych obliczen, gdzie stwierdzono, ze w analizowanym przedziale zmiany X, y i z
wystepuje rozwigzanie i jest ono tylko jedno.

syms X y z
a=-0.5:-0.1:-1.3;
0l= -(x)."2/2+y."2-1==2;
02= X."2+y.*x-2==z;
for i=1:length(a)
03= z==a(i);
[se(i)]=vpasolve(ol,02,03,%x,y,2z,[-1,0;-1,0;-1.5,-0.5]);
end
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S0.x

ans = —(0.84623744811074689224105305512294
ans = —(0.82827470201901799776273173259273
ans = —0.81069960577233514168253148824976
ans = —().79386928372420295806198096251997
ans = —0.77839101060473352165585442765625
ans = —(0.7653668647301795434569199680608
ans = —0.75700543792071633421259104030705
ans = —().75853732596126598919287572752351
ans = —(.78766544145895346361248945021433

SO.y

ans = —0.9263146923656638835522335100434
ans = —(.86198578352682042851755733118351
ans = —(.79285365951082663025646341393996
ans = —(.71771458102813372327500989709092
ans = —0.63478049961788302156367069503092
ans = —0.54119610014619698439972320536639
ans = —(.43188958834494697257961148338799
ans = —().29612402374382586559784461673042
ans = —0.10103674497114415116646640180244

S0.z

ans = —0.5
ans = —0.6
ans = —0.7
ans = —0.8
ans = —0.9
ans = —1.0
ans = —1.1
ans = —1.2
ans = —1.3

Po poréwnaniu wynikéw mozna stwierdzi¢, ze sg one takie same. Oczywisci prezentowane tutaj wyniki
nalezatoby zamieni¢ na wartosci liczbowe, aby mozna je byto wykorzysta¢ w dalszych obliczeniach.

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie nie podlega ocenie przez prowadzacych, jest formg samosprawdzenia wiedzy.

Mamy dwa obiekty w przestrzeni. Jedn opisuje rownanie z=(2-x"2-y"2)"0.5, a drugi z=sin(x)-y. Obydwa obiekty
przedstawiono na wykresie. Wykorzystujgc jedng z metod opisanych powyzej znalez¢ punkty przeciecia tych

18



obiektow na ptaszczyznie z=0.5 i pokazac¢ rozwigzanie na wykresie przedstawionym na tej ptaszczyznie (Z=0.5
- uzyj funkcji fimplicit do rysowania wykresu na ptaszczyznie)

z1= @(x,y)(2-x.72-y."2).70.5;
z2= @(x,y) sin(x)-y;
fsurf(z1,[-2,2],'g")

hold on

fsurf(z2,[-2,2],'b")
xlabel('x")

ylabel('y")

zlabel('z")

axis([-1.5 1.5 -1.5 1.5 @ 1.5])
view([24.11 41.05])

x0= [-0.6843 1.2449];

yo= [-1.1321 0.4474];

z0= [0.5 0.5];

plot3(x@,y0,z0, "MarkerFaceColor","r", "Marker",'o","LineStyle", "none"
hold off

ODPOWIEDZ: Jako wynik obliczen powinino wyj$é dwa punkty: P1=(-0.6843, -1.1321) i P2=(1.2449, 0.4474).
Pokazano je czerwonymi kropkami na wykresie przestrzennym
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