Uktady réwnan liniowych
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W wielu przypadkach zastosowan technicznych mozna sie spotkac z problematyka rozwigzywania uktadéw réwnan
liniowych. Klasyczny ukfad réwnan jest postaci:

agx,+ax, +a;x;+ ... +a,x,=b,

a21x1+a22x2 + 023X3 + ...+ aznxn = b2

A X FapX, + apXs+ ... +a,x, =b,

gdzie a;; jest parametrem z54 X; jest poszukiwang wartoscig — zmienng niewiadoma.
W macierzowym ujeciu mozna to przedstawi¢ nastepujgco:
AXX =B

Gdzie A — macierz z parametrami uktadu réwnan:
ap) dyp dyz ... Ay,

ayp Uy Apz...ly,

A=
Ay Uy Uy ... A

nn

X — wektor zmiennych niewiadomych:



Wektor B:

Aby uktad réwnan byt jednoznacznie okreslony, czyli posiadat doktadnie jedno nietrywialne rozwigzanie, dla n
niewiadomych konieczne jest przygotowanie n-rownan niezaleznych 0raz przynajmniej jeden parametr b; musi py¢
niezerowy.

Przypadki szczegolne uktadéw réwnan

Zanim oméwimy metody rozwigzywania takich réwnan, zacznijmy od znacznie prostszych przypadkoéw szczegolnych.
Oczywiscie przyktady bedziemy przedstawia¢ w uktadzie macierzowym.

Rozwigzywanie uktadow réwnan z elementami jedynie na gtédwnej przekatnej

Najprostszym przypadkiem jest uktad, w ktdrym na gtéwnej przekatnej wystepuja same jedynki, czyli dos¢ trywialnie
wgladajacy uktad w postaci:

xl =bl
szbz
x,=b,

Dla takiego uktadu macierz A bedzie:

100... 0
A= 01 0'... 0
00 0...1

Przygotowanie takiej maciezy w Matlabie mozemy zrealizwa¢ uzywajgc komendy eye, poza tym musimy przygotowac
wektor B o takiej samej ilosci wierszy co macierz A

A=eye(5)

A =
1 0 ) 0 )
) 1 ) 0 )
) 0 1 0 )
) 0 ) 1 )
) 0 ) 0 1

B=[-5; 2; 6; 8; 7];

Rozwigzaniem takiego réwnania sg elementy wektora B, czyli:



o]

Mozemy sprawdzi¢ poprawnos$¢ rozwigzania wyznaczajgc wartos¢ iloczynu macierzowego elementéw A x X. Powinien
on da¢ doktadnie warto$é elementéw wektora B

Sprawdzenie rozwigzania:
SPR=A*X

SPR =

N oo oy N U

% Dla porwnania wartosc wektora B

Noo oy U

Sprawa sie nieco tylko komplikuje, gdy na gtdéwnej przekatnej macierzy A wystepujag elementy inne niz 1. Mozna je
otrzymaé mnozgc macierz z jedynkami na gtéwnej przekatnej przez wektor elementéw, wystepujacych na gtéwne;j
przekatnej. Zatdzmy ze nadal bedziemy rozwigzywac¢ uktad réwnan z piecioma réwnaniami. Wektor elementéw gtownej
przekatnej przygotujemy jako wektor kolumnowy, a do mnozenia wykorzystamy mnozenie element przez element czyli
z operatorem ".*"

% Wektor elementow glownej przekatnej EGP
EGP=[5; 3; 1; -2; 3];
A=eye(5).*EGP

A =

(OB OROR IV,
OO0 WwWOoe
(ORI VRN )
ONOOO
WwWooOoo

Rozwigzaniem w takim przypadku jest wektor X otrzymany przez podzielenie elementéw wektora B przez elementy
stojgce na gwnej przekatnej A(i,i) (wektor EPG) Mozemy to uzyska¢ komendg diag. W celu wykonania dzielenia
element wektora przez element wektora drugiego zastosujemy operator "./". Przyjmujgc warto$¢é wektora B jak w
poprzednim przypadku. rozwigzanie bedzie wyglgdac nastepujgco:

pom=diag(A)

pom =

N = WU



X=B./diag(A)

-1.0000
0.6667
6.0000

-4.0000
2.3333

% Sprawdzenie poprawnosci rozwiazania
SPR=A*X

SPR =

N oo oy N WU

% Wektor B dla porwownania

N oo oy N U

Rozwigzywanie uktadow réwnan z macierzg trojkatna

Ponizej przedstawiono przyktad uktadu réwnan, gdzie wektor A stanowi macierz tréjkatng dolna:
anx1::b1

a21x1 + 6122)(2 = b2

a31x1 + 6132)62 + a33x3 = b3

A X |+ QX+ X+ oo+ X =D,

Macierz A w tym przypadku posiada powyzej gwitdnej przkatnej jedynie zerowe elementy. Przyktadowa macierz
trojkatna o wymiarze 4 na 4

A=[2 © 0 0;.
3 200;.
-2230;..
0 -5 2 1]
A =
2 ) ) )
3 2 ) )
-2 2 3 )
0 -5 2 1



Rozwigzanie uktadu réwnan z macierza trojkgtng dolng prowadzi sie metodg przez podstawienie w przad czyli
wyznacza sie od pierwszego x1do ostatniego xn przyjmujgc, ze:

Zas kolejne elementy wyznacza sie z zaleznosci:

k=1
by — E :akixi
X = =l

Ayk

Tworzac specjalny wektor kolumnowy X zawierajgcy same zera mozna ten zapis przedstawic¢ z uwzglednieniem
rachunku wektorowego:

_ bi - Ak’”XX
i=l.n — —

iy

Przyktad zastosowania tego podejscia w zapisie Matlaba przedstawiono w funkcji do obliczen uktadéw réwnan z
macierzg tréjkatng dolng przedstawiong dale;.

Dla wektora B zdefiniowanego ponizej oraz wczesniej przyjetej macierzy A, wyznaczymy wartosci wektora X
stanowigcego rozwigzanie z wykorzystaniem podanej funkciji:

B=[1; 3; -1; 5]

[X]=uklad_rown_MTD(A,B)

0.5000
0.7500
-0.5000
9.7500

Podobnie jak poprzednio spawdzimy otrzymane rozwigzanie i poréwnamy wynik z wektorem B

SPR=A*X
SPR =
1
3
-1
5

Jak ma sie otrzymany wynik SPR do wektora B?
Uktad réwnan z macierza tréjkatnag gérna

Bardzo podobnie wyglgda proces rozwigzywania uktadu réwnan, dla ktérego wektor parametréw rownania stanowi
macierz tréjkatna gérna. Sam uktad rownan w tym wypadku wyglgda nastepujgco



apX +apX +apx + o +ax =b
n
ApX + Ay3X + oo + Ay X = b,
2z n

ayX =D,

Dla takiego uktadu réwnan wektor parametréw réwnania A cechuje sie tym, ze ponizej gldwnej przekatnej wystepuija
tylko 0, vektor b jest definiowany jak poprzednio

ay Gy Gz e 4y,
A= 0 ay ayy - a,
0O 0 0 -« a

nn

Zalozmy, ze tym razem mamy uktad 5-u réwnan podany nastepujgco

Sx;+2x, = 3x3 — x4+ x5 = =2
3x,+2x, — 2x5 = —1
Xi+X—x,+2x5=2

X, —3xs= -6

x5=2

Macierz parametrow jest tutaj nastepujaca

A0=[5 2 -3 -1 1;
30 0 2 -2;
11 0 -4 2;
0 0 1 -3;
0 0 0 1]

AQ =
5 2 -3 -1 1
3 ] 0 2 -2
1 1 0 -4 2
) ] 0 1 -3
) ] 0 0 1

Wektor B

Bo=[-2; -1; 2; -6; 2]

BO =
-2
-1

-6

Czy ten uktad réwnan stanowi maciez tréjkatng goérng? Pewnie na pierwszy rzut oka nie, ale jak sie lepiej przyjrzy i
troche przeorganizuje, to mozna otrzymac uktad, w ktdrym rzeczywiscie macierz parametrow réwnania jest macierza
trojkatng gorng. Po zamianie drugiego wiersza z trzecim i odpowiednim przestawieniu kolejnosci zmiennych x otrzymuje
sie uklad:



=3x34+2x, + 5%, —x, x5 =2
X+ X, — X4+ 2x5 =2

3x, 4+ 2x,— 2x5=—1

Xy — 3x5=—6

Xs =2

W posaci macierzowej zapiszemy go odpowiednio:

-3 25 -1 1 *3 -2
0 11 -1 2 Xy 2
0 03 2 =2|=*|x]|=|-1
0 00 I -3 X, -6
L0 00 0 1] |y |2 ]

Zapiszmy to w Matlabie:

A=[-3 25 -1 1;
011 -1 2;
003 2 -2;
000 1 -2;
000 0 1]

A =
-3 2 5 -1 1
() 1 1 -1 2
) ) 3 2 -2
) ) ) 1 -2
) ) ) ) 1

B=[-2; 2; -1; -6; 2]

W wektorze x musimy pamieta¢, ze zmienne x sg zamienione, cho¢ na razie na etapie rozwigzywania nie ma to
wiekszego znaczeni. Znaczenie to bedzie miato dopiero, gdy bedziemy chcieli powréci¢ do wyjsciowej postaci uktadu
réwnan.

Rozwigzanie takiego uktadu prowadzi sie w bardzo podobny sposéb ja przedstawiono powyzej, z tym ze zaczyna sie
od rozwigzania ostatniego rownania i nastepnie po kolei wyznacza sie kolejne niewidome w kolejnosci od ostatniej do
pierwszej, stad

b
— n
)(n = —

ann

Zas kolejne elementy wyznacza si¢ z zaleznosci:



n
by — E :ah%
X, = i=k+1

Ayx

Po przyjeciu metodyki przedstawionej poprzednio funkcje do rozwigzywania takich uktadéw réwnan zawarto jako
uklad_rown_MTG i przedstawiono w rozdziale Przygotwane funkcje.

Wyznaczmy wartosci wektora X
[X]=uklad_rown MTG(A,B)

X =
1.6667
-6.3333
2.3333
-2.0000
2.0000

Sprawdzmy poprawnos$¢ rozwigzania i poréwnajmy je z wektorem B:
SPR=A*X

SPR =
-2
2
-1
-6

Wynik sprawdzenia jest taki sam jak wektor B, czyli uzyskalismy poprawne rozwigzanie.

Mozemy to takze sprawdzi¢ wzgledem zadanego na poczatku uktadu réwnania. Wektor parametrow macierzy zostat
zapamietany jako AO oraz odpowiadat mu wektor BO. Przed rozpoczeciem sprawdzenia musimy przywroci¢ wektor x do
wiasciwej postaci. Przypomnijmy, ze po reorganizacji wektor X wygladat nastepujgco:

X3

X2

Zatem, aby powrdci¢ do jego pierwotnego ukfadu nalezy przestawié x1 z x3. Zrobimy to z dodtkowg pomocniczg
zmienng POM

POM=X(1);
X(1)=X(3);



X(3)=POM

2.3333
-6.3333
1.6667
-2.0000
2.0000

Teraz mozemy sprawdzi¢ rozwigzanie poréwnujgc iloczyn A0 razy zmodyfikowany X z BO
SPR=AO*X

SPR =
-2
-1
8
-8
2

BO

BO =
-2
-1

-6

Otrzymany wynik iloczynu jest zgodny z wektorem BO, co takze potwierdza poprawnos$¢ uzyskanego rozwigzania oraz
wykonanych na wstepie przeksztatcen

Rozwigzywanie uktadéw réwnan w ogolnym w ogéinym przypadku

W praktyce inzynierskiej rzadko kiedy, albo nawet wcale nie spotykamy sie ze szczeg6lnymi rodzajami uktadow
réwnan, jakie przedstawiono powyzej. Najczesciej mamy do czynienia z ogolnymi przypadkami, gdzie wystepuje
wiekszos¢ parametrow stojgcych przy niewiadomej x. Rozwigzanie zadania w takim przypadku nie jest proste, gdy
liczba niewiadomych i rownan jest wieksza od 4.

Dlatego wykorzystuje sie metody, ktére pozwalajg przeksztaitci¢ uklad rownan o ogolnej postaci do jednej z prostszych
omoéwionych powyzej. Wystepuje wiele metod rozwigzywania ukladow réwnan. Kilka metod zostanie przedstawione i
omdbwione w tym opracowaniu.

Eliminacja Gausa

Jedng z podstawowych metod rozwigzywania uktadow rownan jest metoda eliminacji Gausa. Polega ona na
sprowadzeniu uktadu réwnan z postaci ogélnej do uktadu réwnan z macierzg tréjkatng dolng. Wykonujgc operacje na
macierzy parametrow i rownoczesnie na wektorze B, krok po kroku przeksztatca sie macierz parametrow, tworzgc z niej
macierz tréjkatng gorng. Samo rozwigzanie koncowe otrzymuje sie stosujgc metode rozwigzania dla macierzy trojkgtnej
gorne;j.

Metoda eliminacji Gaussa zostanie omdwiona na przyktadzie przeksztatcen wykonanych na uktadzie réwnan:



1 25 -1 1] M| [=2]
2 41 =1 2 X 2
123 2 2| |x|=]-1
250 1 -3 |x —6
o1 o )| ] L2
Stad:

AG=[1 2 5 -1 1;

2 4 1-1 2;
1 2 3 2 -2;
-2 5 0 1 -3;
@ 1 1 0 1]
AQ =
1 2 5 -1 1
2 4 1 -1 2
1 2 3 2 -2
-2 5 0 1 -3
0 1 1 0 1

BO=[-2; 2; -1; -6; 2]

BO

-2

-1
-6

A=A0;
B=B0O;

Obliczenia bedg prowadzone na zmiennych A i B, aby elemny wyjsciowe pozostawi¢ niezmienione, w celu sprawdzenia
na koncu poprawnosci wyniku.

Przygoptujmy wektor kolumnowy mnoznika dla pierwszej kolumny C, przypisujgc mu 0 jako pierwszy element oraz
elementy od 2 do 5 z pierwszej kolumny macierzy A

C=[0;A(2:5,1)]

Modyfikujemy ten wektor dzielgc go przez A(1,1)
C1=C./A(1,1);

Wyznaczamy odjemnik M dla macierzy parametréw A mnozac wektor C1 przez pierwszy wiersz macierzy A
0A=C1*A(1,:)

10



OA =

(<] (4] (<] (4] 0
2 4 10 -2 2
1 2 5 1 1
-2 -4 -10 2 -2
(<] (4] (<] (4] 0

Odejmujemy od macierzy A macierz M, wyznaczajgc w ten sposob nowg warto$¢ macierzy A w ktorej w pierwszej
kolumnie poza pierwszym niezerowym parametrem pozostate sg zerami:

A=A-0A

A =
1 2 5 -1 1
0 (4] -9 1 (<]
0 0 -2 3 -3
0 9 10 -1 -1
0 1 1 (4] 1

Podobne operacje wykonuje sie na wektorze B. Najpierw wznacza sie odjemnik OB mnozgc wektor C1 przez pierwszy
element wektora B, anastepnie od wektora B odejmuje sie wektor OB

0B=C1*B(1)

W ten sposéb zostat zakonczony pierwszy krok obliczen. W nastepnym kroku eliminacji w kolumnie drugiej wyzerowane
zostang elementy ponizej gtownej przekatnej. Jednakze ze wzgledu na to, ze na gtéwnej przekatnej wystepuje 0
(macierz A pozycja 2,2), zatem nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wektora C. W celu wyeliminowania tego problemu
dokonuje sie przestawienia wierszy macierzy ponizej. Wyszukuje sie w drugiej kolumnie ponizej drugiego wiersza
elementu najwiekszego, badz rownego 1. W przedstawionym przypadku w 5-tym wierszu wystepuje 1, zatem wiersz
pigty zamienimy z wierszem 2. Réwnoczesnie z tg operacjg trzeba w wektorze B zamieni¢ element 5 z drugim. Uwaga
— Gdyby byta dokonywana zamiana kolumn, to wtedy zamienia sie pozycje odpowiednich elementéw w wektorze

X (operacja mniej zalecana). Po zaproponowanej zmianie macierz A i wektor B bedg miaty postac jak ponizej, zas
elementy wektora X sie nie zmienia:

% Wprowadzamy zmienng pomocniczg POM ktrej przypisuje sie wartosc 2-go wiersza

% macierzy A

POM=A(2,:);

% Podstawiamy najpierw piaty wiersz w miejsce pierwszego, a nastepnie zmienng POM
% za piagty wiersz

A(2,:)=A(5,:);

A(5,:)=POM

11



1 2 5 -1 1
(<] 1 1 (4] 1
(<] (4] -2 3 -3
(<] 9 10 -1 -1
(<] (4] -9 1 0

%Podobnie postapimy z wektorem B:

POM=B(2);
B(2)=B(5);
B(5)=POM
B =
-2
2
1
-10
6

Teraz mozna przystapi¢ do wyznaczenia mnoznika C, ktéry bedzie zawierat elementy 2-giej kolumny wektora A ponizej
gtéwnej przekatnej, a od gory do drugiego elementu bedzie zawierat 0.

C=[0;0;A(3:5,2)]

O VOO0

Powtarzamy nastepne operacje. Tym razem modyfikujemy wektor dzielgc go przez A(2,2)
C1=C./A(2,2);

Wyznaczamy odjemnik M od macierzy parametrow A mnozac wektor C1 przez tym razem drugi wiersz macierzy A
0A=C1*A(2,:)

OA =

OO0
O VOO0
O Lo
OO0
O Lo

Odejmujemy od macierzy A macierz M, wyznaczajgc w ten sposob nowg warto$¢ macierzy A w ktorej w pierwszej
kolumnie poza pierwszym niezerowym parametrem pozostate sg zerami:

A=A-0A

A =
1 2 5 -1 1
0 1 1 0 1
0 0o -2 3 -3
0 0 1 -1 -10
0 e -9 1 0

12



Podobne operacje wykonuje sie na wektorze B. Najpierw wznacza sie odjemnik OB mnozgc wektor C1 przez drugi
element wektora B, a nastepnie od B odejmuje sie OB

0B=C1*B(2)
0B =
)
)
)
18
)
B=B-OB
B =
-2
2
1
-28
6

W ten sposéb zostat zakonczony drugi krok obliczen. Poniewarz tym razem na trzeciej pozycji gtdwnej przekatnej
macierzy A nie wystepuje 0, dlatego mozemy kontynuwac eliminacje bez zamiany wierszy. Powtarzamy operacje
jak wyzej, tym razem dziatania majg doprowadzi¢ do wyzerowania elementéw ponizej gtdwnej przekatnej w trzeciej
kolumnie macierzy A.

C=[0;0;0;A(4:5,3)]

C1=C./A(3,3);
0A=C1*A(3,:)

OA =
0 0 0 0 (7]
0 0 0 0 (7]
0 0 0 0 (7]
0 0 1.0000 -1.5000 1.5000
0 0 -9.0000 13.5000 -13.5000

A=A-OA

A =

1.0000  2.0000  5.0000 -1.0000  1.0000

© 1.0000  1.0000 0  1.0000
) © -2.0000  3.0000 -3.0000
) ) ©  0.5000 -11.5000
) ) 0 -12.5000 13.5000

0B=C1*B(3)

0B =

13



-0.5000
4.5000

B=B-0B

B =
-2.0000
2.0000
1.0000
-27.5000
1.5000

Ostatni krok operaciji jest realizowany dla przedostatniej kolumny. Poniewaz w tym wypadku tez nie trzeba przestawia¢
elementdéw, bo A(4,4) jest rézne od 0. Wiec jak wczesniej liczymy:

C=[0;0;0;0;A(5,4)]

[SIRE R W)

-12.5000

C1=C./A(4,4)

OA=C1*A(4,:)

OA =
) 0 0 0 )
) 0 0 0 )
) 0 0 0 )
) 0 0 0 )
) 0 ® -12.5000 287.5000

A=A-0A

A =

1.0000  2.0000 5.0000 -1.0000  1.0000

® 1.0000  1.0000 @  1.0000
0 @ -2.0000  3.0000 -3.0000
0 0 ® 0.5000 -11.5000
0 0 0 0 -274.0000

0B=C1*B(4)

OB =
0
0

14



0
0
687.5000

B=B-0B

B =
-2.0000
2.0000
1.0000
-27.5000
-686.0000

Otrzymalismy zmodyfikowang w wyniku eliminacji Gausa macierz A i odpowiednio do tego przerobiony wektor

B. Otrzymano to po wykonaniu n-1 krokéw (n- jest ilo$cig rwéwnan). Na razie nie mamy jeszcze rozwigzania, ale
otrzymana macierz tréjkgtna goérna, nie stanowi juz dla nas problemu. Rozwigzemy jg metodg przez podstawienie w tyt.
Do tego wykorzystamy odpowiednig funkcje uklad_rown_MTG przedstawiong ponizej. Rozwigzanie stanowig wartosci

wektora X

[X]=uklad_rown_MTG(A,B)

X =
0.2263
-0.1241
-0.3796
2.5839
2.5036

Sprawdzmy podobnie jak poprzednio rozwigzanie. Zrobimy to mnozgc macierz wyjsciowg A0 przez wektor X, czego
wynik poréwnamy z wartoscig wektora wyjsciowego BO

SPR=AO*X

SPR =
-2.0000
2.0000
-1.0000
-6.0000
2.0000

BO

-2

-1
-6

Wyznaczone wartosci wektora SPR sg takie same jak wartos¢ BO. Stad wynika, ze uzyskany wynik rowigzania X jest

poprawny.

Funkcja do rozwigzywania uktadéw réwnan metodg eliminacji Gaussa

Opracowujac funkcje do rozwigzywania uktadéw rownan liniowych z wykorzystaniem eliminacji Gaussa, zaczniemy od
opracowania funkgcji realizujgcej eliminacje Gaussa.

Funkcje realizujgca eliminacje Gaussa przedstawiono w funkcjach ponizej jako eliminacja_Gaussa. Funkcje
podzielono na dwie czesci. Piersza czes¢ odpowiada za wyeliminowanie 0 z gtéwnej przekgtnej macierzy A. Przy



czym jak mozna zauwazy¢ nie ma w funkcji zadnej komendy wskazujgcej na sprawdzanie wartosci elementu na
gtéwnej przekatnej. W funkcji jest zawarta z automatu opcja, ze za kazdym razem nastepuje przeszukiwanie i-tej
kolumny ponizej gtéwnej przekatnej i podmiana wierszy tak aby na przekgtnej byt element najwiekszy co do wartosci
bezwzglednej z tej kolumny z elementdw ponizej. Takie rozwigzanie eliminuje btedy jakie mogg sie pojawi¢ podczas
dzielenia przez liczby bliskie zeru. Druga czes¢ przedstawionego kodu zawiera proce obliczen odpowiadajgcy wtasciwej
eliminacji Gagussa.

W wyniku wykonania eliminacji Gaussa uzyskuje sie macierz trojkgtng gorng i odpowiednio zmodyfikowany wektor B.
Dopiero w kolejnym roku nastepuje rozwigzanie przez rozwigzanie macierzy tréjkatnej gornej.

Przyjrzyjmy sie jak to dziata. Wezmiemy uktad réwnan jak na wstepie czyli AO*X=BO0, gdzie:

Ao
AQ =
1 2 5 -1 1
2 4 1 -1 2
1 2 3 2 -2
-2 5 Q 1 3
(<] 1 1 (4] 1
BO
BO =
-2
2
-1
-6
2

Po podstawienia tej macierzy i wektora do funkcji realizujgcej eliminacje Gausa otrzymamy macierz tréjkatng gérng i
zmodyfikowany wektor:

[A,B]=eliminacja_Gaussa(A@,B9)

A =
2.0000 4.0000 1.0000 -1.0000 2.0000
0 9.0000 1.0000 0 -1.0000
0 0 4.5000 -0.5000 (]
0 0 0 2.7778 -3.0000
0 0 0 0 1.2178
B =
2.0000
-4.0000
-3.0000
-0.3333
3.0489

Teraz wykorzystujgc funkcje do rozwigzania macierzy tréjkatnej gérnej uzyskujemy ostateczne rozwigzanie
X=uklad_rown_ MTG(A,B)

X =
0.2263
-0.1241
-0.3796
2.5839
2.5036
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A zatem funkcja do rozwigzywania uktadéw rownan bedzie ztozeniem dwdéch opisanych wyzej funkcji. Zawarto to w
funkcji rozw_ukl_rown_EG. Dziatanie funkcji daje od razu wynik rozwigzania:

X=rozw_ukl rown_ EG(AQ,B0)

X =
0.2263
-0.1241
-0.3796
2.5839
2.5036

Eliminacja Gausa-Jordana

Modyfikacjg metody Gaussa jest metoda Gaussa-Jordana. Polega ona na tym, ze w wyniku realizacji przeksztatcen z
macierzy ogolnej parametréw otrzymuje sie macierz jednostkowg (jedynki na przekatnej gtéwnej)

Kolejne kroki w realizacji tej metody polegajg na tym, ze na poczatku dzieli sie i-ty (1-szy, w kolejnym kroku 2-gi itd.)
wiersz macierzy A i wektora B przez element na gtéwnej przekgtnej macierzy A w i-tym wierszu. W ten sposob na
glwonej przekatnej otrzymuje sie jedynke. UWAGA najpierw nalezy dzieli¢ wektor B, a dopiero pézniej macierz A. Gdy
nie zachowa sie tej kolejnosci, to wektor B bedzie podzielony przez nowg zmodyfikowang warto$¢ A(i,i) inng od tej
przez ktéra dzieli sie macierz A.

A=A®
A =
1 2 5 -1 1
2 4 1 -1 2
1 2 3 2 -2
-2 5 ) 1 -3
) 1 1 ) 1
B=B@
B =
-2
2
-1
-6
2
B(1)=B(1)/A(1,1)
B =
-2
2
-1
-6
2
A(1,:)=A(1,:)/A(1,1)
A =
1 2 5 -1 1
2 4 1 -1 2
1 2 3 2 -2
-2 5 0 1 -3
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Oczywiscie w pokazanym przyktadzie, wykonana operacja niczego nie zmienita, bo element A(1,1)=1

Nastepnie wyznacza sie wektor mnoznika C tak, ze w i-tym (w tym wypadku pierwszym) wierszu jest 0, a w pozostatych
wierszach sg elementy z i-tej (pierwszej) kolumny macierzy A

C=[0; A(2:5,1)]

Wyznacza sie odjemnik dla macierzy A mnozac wektor C przez i-ty (pierwszy) wiersz macierzy A. Po odjeciu
wyznaczonego odjemnika od A, macirz A powinna zawiera¢ 1 na pozycji A(1,1) i 0 w pozstatych pozycjach pierszyego
wiersza.

OA=C*A(1,:)

OA =
) ) ) ) )
2 4 10 -2 2
1 2 5 -1 1
-2 -4 -10 2 -2
) ) ) ) )

A=A-OA

A =
1 2 5 -1 1
) 0 -9 1 )
) 0 -2 3 -3
() 9 10 -1 -1
() 1 1 0 1

Podobnie pstepuije sie dla wektora B:

0B=C*B(1)
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Po tej operacji podobnie jak poprzednio otrzymano, ze w macierzy A na pozycji 2,2 wystepuje 0. Aby kontynuowac
obliczenia, trzeba zamieni¢ wiersze. Jezeli w tym wypadku zamienimy wiersz 2-gi z 5-tym wierszem, to na gtéwnej
przekatnej w pozycji A(2,2) pojawi sie 1, co spowoduje, ze nie bedzie trzeba dzieli¢ przez A(2,2). Od razu mozna bedzie
przej$¢ do wyznaczania mnoznika, ktéry w tym przypadku bedzie zawierat elementy w 2-ej kolumny macierzy A, i tylko
na drugiej pozycji bedzie miat wartosc 0.

% Zamiana elementow 2 i 5 macierzy A

POM=A(2,:);

% Podstawiamy najpierw pigty wiersz w miejsce pierwszego, a nastepnie zmienng POM
% za pigty wiersz

A(2,:)=A(5,:);

A(5, : )=POM

A =
1 2 5 -1 1
() 1 1 0 1
) 0 -2 3 -3
) 9 10 -1 -1
) 0 -9 1 )

%Zamiana elementw 2 i 5 wektora B:

POM=B(2);
B(2)=B(5);
B(5)=POM
B =
-2
2
1
-10
6

%Wyznaczenie mnoznika dla 2-giego wiersza
C=A(:,2);
C(2)=0

O VOO N

Teraz wyznaczymy odjemnik dla macierzy A i wektora B

%0djemnik macierzy A

OA=C*A(2,:)

OA =
() 2 2 0 2
() 0 (%) 0 0
() 0 (%) 0 0
() 9 9 0 9
() 0 (%) 0 0

%0djemnik wektora B
0B=C*B(2)
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OB =

© 00O b

Po odjeciu OA od A w drugiej kolumnie zostanie 1 na gtéwnej przekatnej i reszta bedg 0.

A=A-0A
A =
1 0 3 -1 -1
0 1 1 0 1
0 0 -2 3 -3
0 0 1 -1 -10
0 0 -9 1 ()
B=B-0B
B =
-6
2
1
-28
6

Przygladajgc sie macierzy A, mozna zauwazy¢, ze zamieniajgc wiersz trzeci z czwartym dostalibysmy na gtéwnej
przekatnej 1, co wyeliminowato by koniecznosc¢ dzielenia przez A(3,3). Poniewaz nie bedziemy tego robi¢, dlatego tym
razem znowu podzielmy 3 wiersz macierz macierzy A i wektora B przez A(3,3)

B(3)=B(3)/A(3,3)

B =
-6.0000
2.0000
-0.5000
-28.0000
6.0000

A(3,:)=A(3,:)/A(3,3)

A =
1.0000 0 3.0000 -1.0000 -1.0000
Q 1.0000 1.0000 9 1.0000
Q 0 1.0000 -1.5000 1.5000
Q 0 1.0000 -1.0000 -10.0000
Q 0 -9.0000 1.0000 0

Znowu wyznaczamy mnoznik i odjemniki, ktére wylicza sie odpowiednio

C=A(:,3);

C(3)=0;

OA=C*A(3,:)

OA =
0 0 3.0000 -4.5000 4.5000
0 0 1.0000 -1.5000 1.5000
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] 0
] ]
] ]
0B=C*B(3)
OB =
-1.5000
-0.5000
0
-0.5000
4.5000
Po odjeciu A i B:
A=A-0A
A =
1.0000 ]
] 1.0000
] ]
] ]
] ]
B=B-0B
B =
-4.5000
2.5000
-0.5000
-27.5000
1.5000

Do wykonania zostaty jeszcze dwa kroki. Pierwszy modyfikujgcy wiersz 4 i kolejny modyfikujgcy wiersz 5. W metodzie
Gaussa-Jordana nalezy zatem wykonac¢ o jeden krok wiecej niz w klasycznej eliminacji Gausa. Krok czwarty:

B(4)=B(4)/A(4,4)

B =
-4.5000
2.5000
-0.5000
-55.0000
1.5000

A(4,:)=A(4,:)/A(4,4)

A =
1.0000 0

(%] 1.0000
(%] (%]
(%] (%]
(%] (%]

C=A(:,4);

C(4)=0;

OA=C*A(4,:)

OA =

0
1.0000

-9.0000

Q
Q
1.0000
Q
Q

0
-1.5000
13.5000

3.5000
1.5000
-1.5000
0.5000
-12.5000

3.5000
1.5000
-1.5000
1.0000
-12.5000

0
1.5000
-13.5000

-5.5000
-0.5000
1.5000
-11.5000
13.5000

-5.5000
-0.5000
1.5000
-23.0000
13.5000
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0
0
0
0
0
OB=C*B(4)
OB =
-192.5000
-82.5000
82.5000
0
687.5000
A=A-0A
A =
1
7]
7]
7]
7]
B=B-0B
B =
188
85
-83
-55
-686
Krok 5

B(5)=B(5)/A(5,5)

B =
188.0000
85.0000
-83.0000
-55.0000
2.5036

A(5,:)=A(5,:)/A(5,5)

A =

[ORERE R

C=A(::5)3
C(5)=0;
OA=C*A(5,:

[ORERN RN )

OO0 r®

(ORI VI )

OO r o0

OO0

OFRPr 00O

OrRr 00O

75
34
-33
-23
-274

75
34
-33
-23

75
34

3.5000
1.5000
-1.5000
0
-12.5000

-80.5000
-34.5000
34.5000
0
287.5000
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(W]
[
(W]
[
1
w
w

e o o o -23
e o e e o
0B=C*B(5)
0B =
187.7737
85.1241
-82.6204
-57.5839
0
A=A-O0A
A =
1 e @ e o
e 1 e e o
e o 1 e o
e o o 1 o
e o o o 1
B=B-0B
B =
0.2263
-0.1241
-0.3796
2.5839
2.5036

Wyznaczony wektor B jest w tym wypadku rozwigzaniem rownania, czyli poszukiwang wartoscig X.

Funkcje eliminacje Gaussa-Jordana przedstawiono w wykazie funkcji eliminacja_G_J. Pierwsza czes¢ w
przedstawionej funkcji dotyczy zamiany elementdw, jak w eliminacji Gaussa, natomiast druga cze$¢ zawiera wiasciwy
kod eliminacji Gausa-Jordana. Nastepnie funkcja ta zostata wykorzystana w funkcji do rozwigzywania uktadéw réwnan
w funkcji ozw_ukl_rown_EG

[X]=rozw_ukl_rown_EG_J(A®@,BO)

X =
0.2263
-0.1241
-0.3796
2.5839
2.5036

Sprawdzmy otrzymane rozwigzanie:

SPR=ABG*X
SPR =
-2.0000
2.0000
-1.0000
-6.0000
2.0000
BO
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BO =
-2

-1
-6

1. Widzimy, ze wektor SPR jest rwny BO

Zadania do samodzielnej realizacji

Zadanie 1.

Dla przedstawionego ukfadu rownan zapisz odpowiednig macierze i wektor a nastepnie wykorzystaj jedng z
przedstawionych funkcji do rozwigzania uktadu. Sprawdz czy uzyskany wynik jest poprawny. Jakg najprostszg metode

mozna zastosowac do rozwigzania tego uktadu?
=2+ 3%+ 50—+ x5 =2

)Cl +2X2—)C3+2x4 == 3

3, +x, —2x3 = —1

xl - 3X2 = _6
Zadanie 2

Dla podanego ponizej uktadu réwnan zapisz macierz AO i wektor B0, a nastepnie przeorganizuj ukfad tak aby otrzymac
macierz tréjkatng gorna. Dla tak zmodyfikowanego ukfadu przygotuj macierz A i wektor B, a nastepnie rozwigz uktad
réwnan i sprawdz wynik wzgledem poczatkowego uktadu réwnan. Zastandw sie, czy wykonane przestawienia wptynety
na zmiane ukfadu wektora X?

—2X1 + 3XZ+ SX3 —X4+x5 = 2

X, + 2x, — 3x;5 +x = -1

xl +2XZ_X3+2X4 = 3

3, +x,—2x;=—1

)Cl - 3XQ = _6

X, =2
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Zadanie 3
Rozwigz ponizszy uktad réwnan, Sprawdz poprawnos¢é rozwigzania.

=3x,+ 20+ 5x3— x4 x5 =2
Xp+ X =Xy +2x5 =2

3x; = 2x, + x5+ 2x, — 2x5 = —1
x| — 2x, + X3 +X, = 3xs=—6

_xl+2X2_X3_4x5=2

Przygotowane funkcje

Funkcja do rozwigzywania uktadéw réwnan z macierzg trojkgtng dolng

function [X]=uklad_rown_MTD(U,B)
[1,~]=size(U);

X=zeros(i,1);

for k=1:1
c=U(k, :)*X;
X(k)=(B(k)-c)/U(k,k);

end
end

Funkcja do rozwigzywania uktadéw rownan z macierzg trojkgtng goérng

function [X]=uklad_rown_MTG(U,B)
[i,~]=size(V);
X=zeros(i,1);
for k=1i:-1:1
c=U(k, :)*X;
X(k)=(B(k)-c)/U(k,k);

end
end

Funkcja realizujgca eliminacje Gaussa
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function [al,bl]=eliminacja_Gaussa(a,b)
n=length(b);
for i=2:n
% Czesc funkcji realizujaca zamiane elementu z gwnej przekatnej w i-tej kolumnie
% na element o najwyzsej wartosci bezwzglednej
[~,im]=max(abs(a(i-1:n,i-1)));
im=im+i-2;
if im~=i-1
am=a(im,:);
a(im,:)=a(i-1,:);
a(i-1,:)=am;
am=b(im);
b(im)=b(i-1);
b(i-1)=am;
end

% Wasciwa czesc eliminacji Gaussa
c(1l:i-1,1)=0;
c(i:n,1l)=a(i:n,i-1);
c=c/a(i-1,i-1);
a=a-c*a(i-1,:);
b=b-c*b(i-1,1);

end

al=a;

bl=b;

end

Funkcje do rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych z wykorzystaniem eliminacji Gaussa

function x=rozw_ukl_rown_EG(a,b)

% a - pinnna byc macierza kwadratowg parametrow rownania

% b - jest wektorem zawierajgcym elementy drugiej strony rownania
% a*x=b;

[x1,~]=size(b);
if x1==1
b=b";
end
[a,b]=eliminacja_Gaussa(a,b);
[x]=uklad_rown_MTG(a,b);
end

Funkcja realizujgca eliminacje Gaussa-Jordana

function [al,bl]=eliminacja_G_J(a,b)
n=length(b);
for i=1:n
% Czesc funkcji realizujgca zamiane elementu z gwnej przekatnej w i-tej kolumnie
% na element o najwyzsej wartosci bezwzglednej
[~,im]=max(abs(a(i:n,i)));
im=im+i-1;
if im~=i
am=a(im,:);
a(im,:)=a(i,:);
a(i,:)=am;
am=b(im,:);
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b(im, :)=b(i,:);
b(i,:)=am;
end

% Wasciwa czesc eliminacji Gaussa-Jordana
b(i):)=b(i::)/a(i:i)3
a(i):)=a(i::)/a(i:i)3

c=a(:,1i);
c(i,1)=0;
a=a-c*a(i,:);
b=b-c*b(i,:);

end

al=a;

bl=b;

end

Funkcje do rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych z wykorzystaniem eliminacji Gaussa Jordana

function x=rozw_ukl rown_EG_J(a,b)

% a - pinnna byc macierza kwadratowg parametrow rownania

% b - jest wektorem zawierajgcym elementy drugiej strony rownania
% a*x=b;

[x1,~]=size(b);
if x1==1
b=b";
end
[a,x]=eliminacja_G_J(a,b);
end
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