Interpolacja wielomianem
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Interpolacjg nazywamy postepowanie prowadzace do znalezienia wartosci pewnej funkcji f(x) w dowolnym
punkcie przedziatu (x0, xn) na podstawie znanych wartosci tej funkcji w punktach x0, x1, ..., xn, zwanych
weztami interpolacji (x0 < x1 < ... < xn) [1].

Postepowanie prowadzace do znalezienia wartosci funkcji f(x) w punkcie lezgcym poza przedziatem (x0, xn)
nazywamy ekstrapolacjg [1].
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Rys 1. Przyktad inerpolacji i ex1trapolaciji

Najczesciej stosowang metoda interpolacji jest interpolacja wielomianem

Interpolacja wielomianem

Interpolacja wielomianem polega na znalezieniu wielomianu interpolacyjnego, ktory bedzie przechodzit
doktadnie przez zadane punkty weztowe. Zgodnie z teorig na bazie n punktow weztowych jesteSmy w stanie
opisa¢ wielomian interpolacyjny co najwyzej n-1go stopnia. To znaczy na dwoch punktach jesteSmy w stanie
opisa¢ wielomian pierwszego stopnia, na trzech punktach drugiego stopnia na trzech - czwartego, na 50
punktach - 49-go stopnia (patrz rys. 2)
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Rys 2. Przyktady funkcji interpolacyjnej dla dwoch, trzech i czterech punktow.

Zadaniu interpolacji sprowadza sie do znalezienia wskazznikéw wielomianu funkcji interpolujgcej na bazie
posiadanych punktéw. Omoéwmy zagadnienie na podstawie n punktow.

Dla zadanych n punktow czyli wektora x zawierajgcego n elementéw i odpowiadajgcego temu wektora y
zawierajgcego takze n elemntéw zadanie sprowadza sie do wyznaczenie parametrow wielomianu n-1 stopnia
czyli warosci a(n-1) do a(0), czyli n-elementowy wektor a. Aby to zrobi¢ potrzebne jest n réwnan. Te réwnania
otrzymamy piszac dla kazedgo punktu rownanie wigzace x1 poprzez zaleznosc¢ funkcyjng z wartosciag y dla
danego pynktu.

a X+ a, X172+ tasxd +anx +ap =y,

a X'+ a, X372+ a3+ ax, tap =y,

A X'l A, XT3 4 X+ X, Ay =Y,

X"+ @, X172 X + agx, +a) = Y,

Sprowadza gjg to zatem do rozwigzania uktadu rownan liniowych ze yzgledu na «:, ktory w zapisie
maciezowym mozna przedstawic:
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Rozwigzanie sprowadza sie wiec do przygotowania odpowiednich macierzy na bazie punktéw X iy, a nastepnie
jedng z poznanych metod rozwigzania uktadu rownan liniowych. Przyktad funkcji relizujgcej takie zadanie
przedstawiono w rozdziale Funkcje przygotowane do tematu pod nazwg interpolacja

Sprawdzmy dziatanie tej funkcji. Zadajmy pie¢ punktéw w postaci wektora x1 i y1 i narysujmy je na wykresie:

x1=1:5;
yl=[0 2 2 1.5 5];
plot(x1,yl,"ro"



Dla tak przedstawionych punktéw wyznaczmy warto$¢ wskaznikdw wielomianu interpolacyjnego z
wykorzystaniem przygotowanej funkciji:

a=interpolacja(x1,yl)

" ©.1250 -1.0000  1.8750  1.5000 -2.5000

Otrzymane w ten sposob wartosci wielomianu mozemy przeliczy¢ dla dowolnego x na wartos¢ y. Wykorzystamy
istniejacg w Matlabie funkcje polyval. Funkcje polyval wywotuje sie w postaci y=polyval(a,x), gdzie a jest
wektorem okres$lajgcym parametry wielomianu poczwszy od stojgcego przy najwyzszej potedze, do tego przy
%, zag X jest parametrenm dla ktérego ma py¢ Wyznaczona wartogé Y-Wyznaczmy zatem wartogci funkcji dia
okreslonych x1 i poronajmy z wartosciami y1

y_1=polyval(a,x1)

y_1 =
-0.0000 2.0000 2.0000 1.5000 5.0000

Otrzymane wartosci y_1 odpowidajg zadanym wartosciom y1.

Narysujmy funkcje w przedziale od x1(1) do x1(n) wykorzystujac funkcje fplot

hold on

fplot(@(x) polyval(a,x),[x1(1),x1(end)], 'g"',"LineWidth",1.5)
grid on

hold off

xlabel("x")

ylabel("y")

legend ("punkty weziowe", "fun interpol");

hold off
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Wielomian interpolacyjny Lagrange'a
Najczesciej stosowanym podejsciem do obliczen wielomianu interpolujgcego jest metoda Lagrange'a.
Wielomian interpolacyjny Lagranga otrzymuje sie korzystajgc z zaleznosci:

W= (y,- I1 (x‘x")>

=1 i=1iizj Xj — X

Przedstawmy zagadnienie dla punktow podobnie jak poprzednio

x1

x1 =
1 2 3 4 5

yl

yl =
0 2.0000 2.0000 1.5000 5.0000

Obliczenia wykonamy wykorzystujac obliczenia symboliczne. Wprowadzmy zmienng symboliczng x1
syms X

Rozpiszmy teraz posczegolne sktadniki sumy wielomianu. Zgodnie z przedstawiong zaleznoscig bedzie ich tyle,
co punktow weksciowych 5. Zgodnie z zaleznos$cig poszczegolne sktadniki przedstawijg sie:

W1(x)=yl(1)*(x-x1(2))*(x-x1(3))*(x-x1(4))*(x-x1(5))/...
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((x1(1)-x1(2))*(x1(1)-x1(3))*(x1(1)-x1(4))*(x1(1)-x1(5)))
Wi(x) = 0

W2(x)=y1(2)*(x-x1(1))*(x-x21(3))*(x-x1(4))*(x-x1(5))/...
((x1(2)-x1(1))*(x1(2)-x1(3))*(x1(2)-x1(4))*(x1(2)-x1(5)))
W2(x) =

_Q2x=2) (x=3) (x=4) (x=5)
6

W3(x)=y1l(3)*(x-x1(1))*(x-x1(2))*(x-x1(4))*(x-x1(5))/...
((x1(3)-%x1(1))*(x1(3)-x1(2))*(x1(3)-x1(4))*(x1(3)-x1(5)))

W3(x) =
2x-2) x-2) x—4) (x=5)
4

WA (x)=yl(4)*(x-x1(1))*(x-x21(2))*(x-x1(3))*(x-x1(5))/...
((x1(4)-x1(1))*(x1(4)-x1(2))*(x1(4)-x1(3))*(x1(4)-x1(5)))

Wa(x) =
3x 3
(7)6_5) (x—2) (x=3) (x=95)

6

W5(Xx)=y1(5)*(x-x1(1))*(x-x21(2))*(x-x1(3))*(x-x1(4))/...
((x1(5)-x1(1))*(x1(5)-x1(2))*(x1(5)-x1(3))*(x1(5)-x1(4)))
W5(x) =

(5x=5) (x=2) (x=3) (x—4)
24

Zsumujmy te skladniki w celu wyznaczenia wielomianu interpolacyjnego:
W(X)=W1+W2+W3+W4+W5

W(x) =

2x-2) (x=2) x=4) x=5)_2x-2) (x=3) x=4) x=5), 5x-5) (x=2) (x=3) (x—4)
4 6 24

Wykorzystujgc funkcje expand uprosc¢my to wyrazenie:

W1(x)=expand(W)

Wi(x) =

X 3, 1522 ,.3x_5
D +2X_2
g YT T2 72

SprwdZzmy poprawnos¢ wyznaczonego wielomianu obliczajgc wartosci dla przyjetych punktach weztowych

y 2=W(x1);



y_2=double(y_2)

y_2 =
0 2.0000 2.0000 1.5000 5.0000

Wyznaczone wartosci y_2 sg zgodne z wartosciami y1, czyli w weztach otrzymalismy takie same wartosci, jak
przyjeto do interpolacji, co wskazuje, ze metoda dziata poprawnie.

Procedure wyznacznia wielomianu interpolacyjnego metodg Lagrange'a zawarto w funkgciji interpolacja_|. W
wyniku dziatania funkcji otrzymuje sie wynik bedgcy funkcjg zmiennej x. Sprwdzmy wynik dziatania funkcji dla
wczesniej przyjetych punktow x1 iyl

syms X
WL(x)=interpolacja_1l(x1,y)

WL(x) =

X 3, 15X, 3x
XDy dx_
YT TR

B
2

Otrzymana funkcjg jest doktadnie taka, jak poprzednio wyznaczono to na przyktgdzie zrobionym wczesnie;.

Funkcje interpolacyjne w Matlabie

Do interpolacji w Matlabie mozna wykorzystac¢ funkcje polyfit. Na bazie podanych punktéw pozwala ona
wyznaczy¢ prametry wielomianu interpolacyjnego. Wywotanie funkcji P=polyfit(x,y,n). Zmiennymi wejsciowymi
sg wektory x iy, ktore okreslajg potozenie punktéw weztowych oraz stopien wielomianu n. Dla interpolaciji
stopien n powinien mie¢ wartos¢ n-1. Otrzymany wektor P zawira parametry wielomianu interpolacyjnego w
postaci P=[P1, P2, P3 .. Pn], takie ze

W(x) =P x" '+ Px"2+..+P,_x+P,

Sprawdzmy dziatanie tej funkcji. Poniewaz daje ona takie same wyniki jak pierwsza z prezentowanych metod,
gdzie wartosci wskaznikow wielomianu interpolacyjnego wyznaczyliSmy jako a. Za x podstawimy x1, a za 'y - y1.
Poniewaz mamy wektor piecioelementowy, dlatego stopien wielomianu interpolacyjnego jest n=

Przypomnijmy wartosci x1, yli a:

x1
X1 =
1 2 3 4 5
yl
yl =
0 2.0000 2.0000 1.5000 5.0000
a



0.1250 -1.0000 1.8750 1.5000 -2.5000

Poszukajmy parametrow wielomianu interpolacyjnego metodg polyfit

P=polyfit(x1,y1,4)

P =
0.1250 -1.0000 1.8750 1.5000 -2.5000

P jest takie same jak a, a zatem otrzymalismy doktadnie ten sam wielomian

W tym przypadku podobnie jak poprzednio do wyznaczenia wartosci funkcji interpolujacej dla danego x
wykorzystamy funkcje polyval. Pokazmy dziatanie metody na przyktadzie kilku punktow, ktére przedstawimy
graficznie.

plot(x1,y1, ‘or")
Wprowadzamy punkty dla ktorych wyznaczymy wartosci funkcji z wykorzystaniem wyznaczonego wielomianu

x2=x1(1)-1:0.3:x1(end)+0.5

X2 =
0 0.3000 0.6000 0.9000 1.2000 1.5000 1.8000 2.1000 - - -

Wyznaczamy wartosci y2

y2=polyval(P,x2)

y2 =
-2.5000 -1.9072 -1.1248 -0.2782 0.5312 1.2266 1.7552 2.0888 " - -

Wyznaczone wartosci punktow przedstawimy graficznie punktami w kolorze zielonym

hold on

grid on

plot(x2,y2,'gp")

xlabel("x")

ylabel("y")

legend ("punkty weziowe", "fun interpol");
hold off
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Gdy nie interesuje nas wyznaczenie funkcji interpolujgcej, a jedynie wyznaczenie wartosci pomiedzy

weztami interpolacyjnymi, to mozna skorystac z funkcji interpl. Wywotanie funkcji jest nastepujgce
y=interp1l(x1,yl,x,metoda). Zmiennymi wejsciowymi w tym przypadku jest wektor x dla ktérego chcemy
wyznaczy¢ wartosci y, oraz dane punktow weztowych x1, y1. Mozna opcjonalnie wskaza¢ metode interpolacji
metoda np "linear" "pchip" "spline" itp - inne metody patrz Matlab help.

Przeanalizujmy jakie wyniki interpolacji dostaniemy wykorzystujgc tg funkcje z réznymi metodami. Wezmy pod
uwage te same wezly interpolacji, co wczesniej, a wartosci x dla ktérych wycznaczymy parametry wielomianu
beda znajdowaty sie pomiedzy nimi. Na przyktad przyjete x_

x_=x1(1):0.2:x1(end);

Wyznaczone wrtosci y dla tej metody zapiszemy jako y_lin
y_lin=interpl(x1,yl,x_,"linear");
plot(x_,y 1lin, 'xg")
hold on

grid on

Tym razem skorzystamy z interpolacji funkcjg trzeciego stopnia pomiedzy weztami metoda cubic, obecnie
rekomendowana pod nazwg pchip.

y_cub=interpl(x1,yl,x_,"pchip");
plot(x_,y cub,"cs"



Wartosci wyznaczone metodg interpolacji splainem zapiszemy jako y_spl

y _spl=interpl(x1,yl,x_ ,"spline");

plot(x_,y_spl,"m"")

plot(x1,y1, 'or', 'MarkerFaceColor',"r")

xlabel("x")

ylabel("y")

legend ("interpol 1lin", "interpol cub", "interpol spl", "punkty weziowe","Location","northwest’
hold off
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W zaleznosci od przyjetej metody obliczen punktow pomiedzy weztami w prezentowanej metodzie mamy r6zne
wartoscidla punktow posrednich

Cwiczenia do tematu

Utworzy¢ wektory x1 y1 zawierajgcych osiem ponktow, Nastepnie dla tych punktow znalez¢ wielomian
interpolacyjny w postaci funkcji W(x) wykorzystujgc funkcje interpolacja_|. W kolejnym kroku wyznaczy¢
wartosci parametréw wielomianu interpolacyjnego inng metodg i poréwnac wyniki.

Na koniec narysowac¢ punkty weztowe, i wielomian na wykresie dodac legende i opis osi.



Funkcje przygotowane do tematu

Funkcja interpolacja do wyznaczania wskaznikéw wielomianu interpolacyjnego dla zadanych punktéw w
postaci wektora x y. Zmienna wyjsciowa a zawiera parametry wielomianu interpolacyjnego takze al stoi przy
najwyzszej potedze x, a an jest wyrazem wolnym

function a=interpolacja(x,y)
% sprawdzenie ilosSci elementow wektora x iy
[s1,s2]=size(x);
[s3,s4]=size(y);
if or(sl~=s3,s2~=s54)
% brak rozwigzania, ze wzgledu na nierdwng ilosS¢ elementdw x 1y

a=NaN;
display "Wymiar wektora x i y powinien by¢ taki sam"
else

if sl==1
% odwracanie wektora w przypadku gdy jest on wektorem wierszowym
y=y';
x=x";

end

%================= W tej czesci jest zawarte rozwigzanie zadania

if s1l==1 || s2==1 %funkcja lub zpisana inaczej niz wczesniej
n=length(x);
i=0;

%Tworzenia wektora x1 do rozwigzania ukgidu rdéwnan x1*A=Y
for j=n-1:-1:0
i=i+1;
x1(:,1)=x."7;
end
%Wyliczenie rozwigzania -rozwigzanie uk*adu rdéwnan ze wzgledu na A
a=x1"-1*y;
% Zamiana a z kolumny na wiersz

% brak rozwigzania, gdy zmienne sa macierzami zamiast wektordéw
a=NaN;
display "Obydwie zmienne powinny by¢ wektorami o takiej samej ilosci elementow”
end
end
end

Funkcja interpolacja metoda Lagrange'a. Zmienne wejsciowe, to zbior wspotrzednych weztéw
interpolacyjnych x1 i y1. Wynikiem jest funkcja zmiennej x- wielomian interpolacyjny - W(x)

function W=interpolacja_1(x1,y1)
n=length(x1);
% wprowadzamy zmienng symboliczng x
syms X
%Przypisujemy poczagtkowg wartos¢ wielomianu interpolacyjnego rdéwng ©
W(x)=0%*x;
%Iteracyjnie w n krokach wyznacza sie wielomian interpolacyjny

10



for i=1:n
% wprowadzamy wektor pomocniczy xp ktéry zawiera wszystkie x1 za
% wyjatkiem x1(i)
xp=[x1(1:i-1),x1(i+1:n)];
Wp(x)=1+0*x;

for j=1:n-1
Wp (x)=Wp* (x-xp(J))/((x1(i)-xp(3)));
end
W(x)=W+y1(i)*Wp;
end
W(x)=expand(W);
end
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