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W tej czesci zostang przedstawione kolejne metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych.

Kolejnym podejsciem d0 rozwigzywania uktadu réwnan €St rozktad uktadu: 4 * X = B na yktad W postaci:

LU =X = B, gdzie U - jest macierza trojkatng gorna, & L iest macierza trojkatna dolng. Wtedy otrzymuije sje
uktad dwoch rownan w postaci, gdzie pierwszy stanowi uktad z macierzg trojkatng dolng L — rozwigzywany prze
podstawienie w przdd i drugi jest z macierza tréjkatng goérng rozwigzywany prze podstawienie w tyt.

L+xY =B
UxX=Y

Problem w tym wypadku polega na roztozeniu macierzy A na macierz trjokatng dolng i gérna.

dyjp dpp ot dig Ly 0 - 0 Uy Up - Uy,

dpy; dyy -+ oy Ly Lp - 0 0 up - uy,
= %

Ayl dny **t App lnl ln2 ot lnn 0 0 * Upp

Gdybysmy sie temu przygladneli to otrzymujemy nastepujgce rownania:

Dla pierwszego wiersza:
Ly #uy =ap

Ly up =ap

Ly # w3 = aps

Ly *wy, = ay,

Dla drugiego wiersza:

by up = ay
Ly %y + 1o % Uy = any

by w3+ 1o * upz = an3

Ly sy, + by * up, = ayy,



Gdy dalej rozpiszemy te réwnania, to mozemy zauwazy¢, ze w pierwszym réwnaniu dla pierwszego réwnania,
drugim dla drugiego itd. \yystepujg dwie niewiadome /i, ui (znamy tylko wartosci ;). Gdyby za jedng z tycz
niewiadomych przyjac¢ jakgs wartos¢, to pozostate elementy réwnan stajg sie proste do wyznaczenia. Np.
przyjmujac ze 11=1 to bez problemu wyznaczymy \artoscj i dla pierwszego wiersza. Podobnie pedzie W

przypadku kolejnych yownan. Gdy postawimy wartosé za Li =1, t0 pozostate rOwWnania stajg sie mozliwe do
rozwigzania.

Mozna zastosowac w tej kwestii m.in, jedng z metod: rozktad Dolittle’a lub rozktad Crouta.

Rozkiad Dolittle'a

Rozktad Dolittle'a polega na zatozeniu, ze na gtéwnej przekgtnej macierzy dolnej L wystepujg jedynki. Pozostate
elementy macierzy L i U wyznacza sie dla kolejnych wierszy od pierwszego do ostatniego wg zaleznosci:

i,je{l-n}
;=1
i1
lj = 1 <aij - Z lik”h)!
Uj; k=1
Uiy = @ — liay

W Matlabie mozna to zapisa¢ w postaci dwoch petli iteracji. Pierwszej iterujgcej numery wierszy (zmienna
i) i drugiej wewnetrznej iterujgcej numery kolumn j, rozbitej na dwie czesci. W tym wypadku sumy iloczynéw
iterowanych po zmiennej k zastepuje mnozenie wektorowe stad:

for i=1:n

L(i,)=1

for j=1:i-1
L(1)=(AG)-LA)UCDIUG):;
end

for j=i:n
U(i.)=AG)-LG3)*UC);

end

end

Przetestujmy to na konkretnym przypadku macierzy A. Dla pézniejszych obliczen od razu zdefiniujemy wektor
B:
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B=[2; 4; 5; -1; 3];

Przystepujac do rozwigzania zadania przygotujmu zerowg macierz L i U 0 wymiarze rwGnym wymiarowi
macierzy A

L=zeros(size(A))

L =

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
U=zeros(size(A))
U =
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Wypetnianie macierzy L i U odbywa sie wierszami w dot. Dla pierwszej linii zrealizowanego kodu otrzymujemy

L(1,1)=1

L =
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 (%] 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

[n,~]=size(A);

% Wyznaczamy elementy 1 .. n w pierwszym wierszu wektora U. Poniewaz macierz L
% zawiera elementy rowne © dlatego do pierwszego wiersza macierzy U wysraczy
% przepisac elemty z pierwszego wiersza macierzy A

U(1,1:n)=A(1,1:n)

U =

[OINORIORN R
OO0 O0ON
oooo0ow
OO0
OO OON

Dla drugiedo wiersza otrzymujemy:

L(2)2)=1;
% Wyznaczamy element pierwszy w drugim wierszu wektora 1
L(2,1)=(A(2,1)-L(2,Z)*U(Z,l))/U(l,l)

L =

OO NER
[ORNORE )
(ORI ORI
[OIEORE R
000



(4 0 0 0 (4

% Wyznaczamy elementy 2 .. n w drugim wierszu wektora U
for j=2:n
U(zJj)=A(21j)_L(21:)*U(:Jj);
end
u
U =

OO0
OO0 WN
[OREORE ORIV, |
OO0 RrPr
OO ONN

W kolejnym kroku wyznaczamy wiersz trzeci macierzy L i U:

L(3,3)=1;
% Wyznaczamy elementy 1,2 w trzecim wierszu wektora L
for j=1:2
L(3,3)=(A(3,3)-L(3,:)*U(:,3))/U(J,3);
end
L
L =
1 e 0 e °
2 1 0 e °
-1 1 1 e °
0 e 0 e °
0 e 0 e °
% Wyznaczamy elementy 3 .. n w trzecim wierszu wektora u
for j=3:n
U(3Jj)=A(31j)_L(31:)*U(:Jj);
end
u
U =
1 2 5 1 2
0 3 -9 -1 -2
0 e 17 3 7
0 e 0 e 0
0 e 0 e 0

Dla kolejnych lini proces ten zautomatyzujemy. Poczynajgc od czwartego wiersza do ostatniego mamy:

for 1i=4:n
L(i,i)=1;
for j=1:i-1
L(1i,3)=(A(1,3)-L(i,:)*U(:,3))/U(T,T);
end
for j=i:n
U(iJj)=A(i)j)'L(iJ:)*U(:Jj)3
end
end



1.0000 0 0 0 0
2.0000 1.0000 0 0 0
-1.0000 1.0000 1.0000 0 0
2.0000 -0.3333 -0.7059 1.0000 0
-2.0000 2.0000 1.9412 13.0909 1.0000
U
U =

1.0000 2.0000 5.0000 1.0000 2.0000
0 3.0000 -9.0000 -1.0000 -2.0000

0 0 17.0000 3.0000 7.0000
0 0 0 -0.2157 5.2745
0 0 0 0 -74.6364

Zeby sprawdzi¢ poprawno$¢ dokonanego rozktadu nalezy poréwna¢ macierz A z iloczynem macierzy L i U

A
A =
1 2 5 1 2
2 7 1 1 2
-1 1 3 1 3
2 3 1 0 5
-2 2 5 -1 0
SPR=L*U
SPR =
1.0000  2.0000  5.0000  1.0000  2.0000
2.0000  7.0000  1.0000  1.0000  2.0000
-1.0000  1.0000  3.0000  1.0000  3.0000
2.0000  3.0000  1.0000  0.0000  5.0000
-2.0000  2.0000  5.0000 -1.0000 0

Dostalismy dwie identyczne macierze, co potwierdza poprawno$¢ wykonanych obliczeh

Rozwigzywanie uktadu réwnan po roztozeniu na macierz trojkatng

Po roztozeniu macierzy A na macierze tréjkgtng dolng L i gérng U ukiad rownah mozna przetransponowac na
dwa ukfady:

LxY =B
UxX=Y

Rozpoczniemy rozwigzywanie od wyznaczenia warto$ci wektora Y rozwigzujgc pierwsze rownanie. Jest to
uktad z macierzg tréjkatng dolna, a zatem jego rozwigzanie bedzie prowadzone z wykorzystaniem metody
przez podstawienie w przéd. Skopijuemy funkcje przygotowang w poprzednim wykfadzie do rozwigzywania
ukfad réwnan z macierzg trojkatng dolng. Nastepnie wykorzystamy te funkcje

[Y]=uklad_rown MTD(L,B)



7.0000
-0.0588
-5.8182

W ostatnim kroku otrzymujemy ostateczne rozwigzanie rozwigzujgc drugi z uktadéw. Tym razem ukfad zawiera
macierz tréjkatng gérng, wiec rozwigzanie odbywa sie przez podstawienie w stecz. Znowu wykorzystamy
funkcje przygotowang wczesniej ktérg skopiujemy i wykorzystamy

[X]=uklad_rown_MTG(U,Y)

X =
-1.8380
0.7637
-0.0049
2.1790
0.0780

Na koniec pozostaje sprawdzenie poprawnosci rozwigzania. Zrobimy to jak poprzednio - obliczymy iloczyn A*X i
poréwnamy z wektorem B

SPR=A*X
SPR =
2.0000
4.0000
5.0000
-1.0000
3.0000
B
B =
2
4
5
-1
3

Zgodnos¢ obydwu wektorow potwierdza poprawnos$é rozwigzania.

Rozktad Crouta

Rozwigzywanie uktadu réwnan z rozkladem Crouta na macierz trojkatng goérng i doing jest realizowane w ten
sam sposOb. Jedyna réznica to sposob uzyskania macierzy tréjkatnej gornej i dolnej.

W rozktadzie Crouta przyjmuje sie, ze jedynki wystepujg na gtdwnej przekatnej macierzy U, a zatem model
obliczen przedstawia sie nastepujgco:

i,je{l-n}
w; =1

i
= a;— § Ly,
k=1
n
1
MU = — Clij — likukj
L

k=i+1



Rozwigzywanie uktadow rownan z macierzg wstegowg
trojelementowa

Metode rozktadu na macierz tréjkatng gérng i dolng mozna zastosowac do rozwigzywania uktadéw rownan

z macierzg wstegowg. Macierz wstegowa, to taka, ktora zawiera elementy wzdtuz gtéwnej przekatnej

oraz takg samg ilos¢ elementow w jedng i w drugg strone od gtdwnej przekatnej. Stad nazwa macierz
wstegowa trojelementowa (zawiera element na gtéwnej przekatnej i po jednym elemencie z prawej i z lewe)j)
piecioelementowa itp. Z zadaniami, gdzie pojawiajg sie duze macierze wstegowe, czesto mamy do czynienia
w zagadnieniach inzynierskich, dlatego aby przys$pieszy¢ rozwigzanie opracowane zostaty specjalne algorytmy
ukierunkowane na ten typ zadan. W opracowaniu zostanie przedstawiona metoda postepowania dla uktadu
zawierajgcego macierz wstegowa trojelementowg w oparciu o rozktad Dolittlea. Przyktadowa macierz 8-o
elementowa jest przedstawiona ponizej:

n=8;

A=zeros(n);

A(1,1)=rand();

A(1,2)=rand;

for i=2:n-1
A(i,[i-1,i+1])=rand;
A(i,i)=rand;

end

A(n,n-1:n)=rand(2,1)

A =
0.1712 0.7060 (4 (4 (] (4] 0 0
0.0318 0.2769 0.0318 (4 (] (<] 0 0
0 0.0462 0.0971 0.0462 (] (<] 0 0
0 0 0.8235 0.6948 0.8235 (<] 0 0
0 0 (4 0.3171 0.9502 0.3171 0 0
0 0 (4 (4 0.0344 0.4387 0.0344 0
0 0 (4 (4 (] 0.3816 0.7655 0.3816
0 0 (4 (4 (] (<] 0.7952 0.1869

Do tego dotdzmy 10-0 elementowy wektor B stanowigcy drugg strone ukfadu rownah:

B=rand(n,1)

B =

.4898
.4456
.6463
.7094
.7547
.2760
.6797
.6551

O OO0

Najpierw zastosujmy metode rozktadu macierzy wstegowej tréjelementowej w oparciu 0 metode Dolittle’a.

W tym celu przygotujemy 10-o0 elementowe macierze zerowe L i U:

L=zeros(n);



U=zeros(n);

Nastepnie wg wzoru Dolittle'a zajmiemy sie tylko operacjami wokot gtéwnej przekatnej, bowiem elementy
macierzy A zawierajgce 0 tez bedg zerowe w macierzach L i U. Podany ponizej przyktad kodu pozwala
zrealizowac rozktad na macierz tréjkagtng goérng i dolng dla macierzy wstegowe;j trojelementowe;j

%Pierwszy wiersz

L(1,1)=1;

U(1,1:2)=A(1,1:2);

%drugi wiersz

L(2,2)=1;
L(2,1)=A(2,1)/U(1,1);
U(2,2)=A(2,2)-L(2,1)*U(1,2);
U(2,3)=A(2,3);

for i=3:n-1
L(i,i)=1;
L(i,i-1)=A(i,i-1)/U(i-1,i-1);
U(i,i)=A(i,i)-L(i,i-1)*u(i-1,1i);
U(i,i+1)=A(i,i+1);

end

% wiersz ostatni

L(n,n)=1;

L(n,n-1)=A(n,n-1)/U(n-1,n-1);

u(n,n)=A(n,n)-L(n,n-1)*U(n-1,n);

U
U =
0.1712 0.7060 ] (] (] (] 0 0
0 0.1456 0.0318 (] (] (] 0 0
0 0 0.0870 0.0462 (] (] 0 0
0 0 ] 0.2580 0.8235 (] 0 0
0 0 ] (7] -0.0618 0.3171 0 0
0 0 ] (] (] 0.6154 0.0344 0
0 0 ] (] (] (] 0.7442 0.3816
0 0 ] (] (] (] 0 -0.2209
L
L =
1.0000 0 ] (] (] (] 0 0
0.1860 1.0000 ] (] ] (] 0 0
0 0.3170 1.0000 (] (] (] 0 0
0 0 9.4608 1.0000 (] (] 0 0
0 0 ] 1.2290 1.0000 (] 0 0
0 0 ] (] -0.5573 1.0000 0 0
0 0 ] (] ] 0.6200 1.0000 0
0 0 ] (7] (] (] 1.0686 1.0000

Spraawdzmy czy zrobilismy to poprawnie poréwnujgc iloczyn LxU do wyjsciowej macierzy A

SPR=L*U
SPR =
0.1712  0.7060 ) ) ) 0 0 0
0.0318  ©0.2769  0.0318 ) ) 0 0 0
@ ©0.0462  ©0.0971  0.0462 0 0 ) 0



0 0 0.8235 0.6948 0.8235 (<] 0 0
0 0 (4 0.3171 0.9502 0.3171 0 0
0 0 (4 (4 0.0344 0.4387 0.0344 0
0 0 (4 (4 (] 0.3816 0.7655 0.3816
0 0 (4 (4 (] (<] 0.7952 0.1869
A
A =
0.1712 0.7060 (4 (4 (4] (4] 0 0
0.0318 0.2769 0.0318 (4 (] (4] 0 0
0 0.0462 0.0971 0.0462 (] (<] 0 0
0 0 0.8235 0.6948 0.8235 (<] 0 0
0 0 (4 0.3171 0.9502 0.3171 0 0
0 0 (4 (4 0.0344 0.4387 0.0344 0
0 0 (4 (4 (] 0.3816 0.7655 0.3816
0 0 (4 (4 (] (<] 0.7952 0.1869

Rozwigzanie uktadu réwnan tez mozemy istotnie uproscic. Stosujgc podejscie jak do rozwigzania uktadu
rownan z rozktadem na macierz tréjkatng goérng i dolng otrzymamy z rownania L*y=B, gdy macierz L ma dwa
elementy wektora Y

yi=b
i€{2-n}
Vi=bi=yi_ili;

czyli w zapisie Matlab:

Y=zeros(n,1);

Y(1,1)=B(1);

for i=2:n
Y(i,1)=B(i)-Y(i-1)*L(i,i-1);

.4898
.3545
.5339
.3419
.0909
.6702
.5957
.3602

1
NPRPWOPOOO

W kolejnym kroku rozwigzuje sie uktad z macierzg tréjkgtng gérng U*X=Y. Poniewaz U jest ograniczona do
2 elementdw, dlatego wystarczy caty algorytm uprosci¢ do nastepujgcego postepowania realizowanego od
ostatniego do pierwszego elementu:

xn = &
unn
i€<&1—1‘~1}
(YF‘XH4Mu+Q

;=
Ui



stad

X=zeros(n,1);

X(n,1)=Y(n)/U(n,n);

for i=n-1:-1:1
X(i,1)=(Y(i)-X(i+1)*U(i,i+1))/U(i,i);

end

Rozwigzaniem jest wektor X.

Sprawdzmy poprawnosc¢ rozwigzania. Pomnézmy macierz A przez X i porownajmy z wektorem B.

X

-98.7663
24.6404
-101.5897
203.0742
-68.9016
5.7768
3.3352
-10.6868

SPR=A*X

SPR
.4898
.4456
.6463
.7094
.7547
.2760
.6797
.6551

OO OO0 ®OI

.4898
.4456
.6463
.7094
.7547
.2760
.6797
.6551

OO OO0

Wykorzystanie macierzy odwrotnej w rozwigzywaniu uktadéw
rownan

Kolejng metodg rozwigzywania uktadéw réwnan jest wykorzystanie macierzy odwrotnej. Jezeli uktad rownan
Zapisany jest w postaci macierzowey:

A+ X=B

to X mozna wyznaczyé¢ bezposrednio, z rownania:

10



X=A"%«B

W Matlabie wyznaczenie macierzy odwrotnej jest bardzo proste. Zatézmy, ze macierz A i wektor B sg
nastepujace:

A=[2 3 5 4;.
-1 2 -2 3.
3.1 1 -2;..
2 1 3 -1];

B=[2 3 4 1]';

Macierz odwrotna MO w Matlabie wylicza sie z zaleznosci:

MO=A"-1

MO =
0.3333 -0.3333 0.6667 -1.0000
-0.3333 0.6111 -0.2778 1.0556
0.0000 -0.0556 -0.2778 0.3889
0.3333 -0.2222 0.2222 -0.7778

Rozwigzanie jest wiec

X=MO*B

X =
1.3333
1.1111
-0.8889
0.1111

Sprawdzmy poprawno$¢ rozwigzania:

SPR=A*X

R P wWwN

Wynik wyszedt poprawny.

Jak otrzymaé macierz odwrotng, gdy nie mamy takiego narzedzia jak Matlab? Jedng z metod jest
wykorzystanie eliminacji Gaussa-Jordana. Metoda polega na tym, ze porownuje sie macierz A z macierzg
jednostkowg o tym samym wymiarze. Nastepnie wykonuje sie operacje jak w eliminacji Gaussa-Jordana.
Po sprowadzeniu macierzy A do macierzy jednostkowej z drugiej strony otrzymuje sie macierz odwrotng do
macierzy A.

11



Skopiujmy do funkcji funkcje do eliminacji Gaussa-Jordana. Nastepnie przygotujmy macierz jednostkowg MJ
0 wymiarze macierzy A. Po podstawieniu obydwu macierzy i uruchomieniu funkcji otrzymamy z MJ macierz
odwrotng MO

[n,~]=size(A);

MJ=eye(n)

M =

(ORI R

[N ]

ORrRr OO

P OO O®

[AJ,M0]=eliminacja_G_J(A,MJI);

MO

MO =
0.3333
-0.3333
0
0.3333

-0.3333

0.6111
-0.0556
-0.2222

0.6667
-0.2778
-0.2778

0.2222

-1.0000
1.0556
0.3889

-0.7778

Otrzymanag w ten spos6b macierz odwrotng MO mozemy poréwnac z macierzg odwrotng wyznaczong z funkgciji
Matlaba

Ar-1

ans =
0.3333 -0.3333 0.6667 -1.0000
-0.3333 0.6111 -0.2778 1.0556
0.0000 -0.0556 -0.2778 0.3889
0.3333 -0.2222 0.2222 -0.7778

Teraz aby dokonczy¢ rozwigzywanie wystarczy pomnozy¢ MO przez wektor B.

X=MO*B

X =
1.3333
1.1111
-0.8889
0.1111

Pokazane metody nie wyczerpujg tematu. Przedstawiono tylko wybrane metody, oczywiscie sg inne
podejscia do rozwigzywania uktadéw réwnan, w tym metody iteracyjne, ktérych w ogoéle nie poruszono w tym
opracowaniu.

Funkcje dodatkowe

Funkcja do rozwigzywania uktadéw réwnan z macierzg tréjkatng dolng

function [X]=uklad_rown_MTD(L,B)
%Funkcja wyznacza rozwigzanie dla ukadu rwnan z macierzg trjkatng dolnag

[i,~]=size(L);
X=zeros(i,1);

12



for k=1:1
c=L(k, :)*X;
X(k)=(B(k)-c)/L(k,k);
end
end

Funkcja do rozwigzywania uktadéw rownan z macierza trojkatng gorna

function [X]=uklad_rown_MTG(U,B)
%Funkcja wyznacza rozwigzanie dla ukadu rwnan z macierzg trjkatng grnag

[i,~]=size(U);
X=zeros(i,1);
for k=i:-1:1
c=U(k, : )*X;
X(k)=(B(k)-c)/U(k,k);
end
end

Funkcja realizujgca eliminacje Gaussa-Jordana

function [al,bl]=eliminacja_G J(a,b)
n=length(b);
for i=1:n
% Czesc funkcji realizujgca zamiane elementu z gwnej przekatnej w i-tej kolumnie
% na element o najwyzsej wartosci bezwzglednej
[~,im]=max(abs(a(i:n,i)));
im=im+i-1;
if im~=i
am=a(im,:);
a(im,:)=a(i,:);
a(i,:)=am;
am=b(im,:);
b(im,:)=b(i,:);
b(i,:)=am;
end

% Wasciwa czesc eliminacji Gaussa-Jordana
b(i,:)=b(i,:)/a(i,1);
a(i,:)=a(i,:)/a(i,i);

c=a(:,1);
c(i,1)=0;
a=a-c*a(i,:);
b=b-c*b(i,:);

end

al=a;

bl=b;

end
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