Dziatania w Matlabie na wyrazeniach symbolicznych cz. 2

Opracowat dr. inz Robert Jakubowski, Politechnika Rzeszowska, KSiSL
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Rézniczkowanie

Obliczenia pochodnych z wyrazen algebraicznych mozna realizowa¢ funkcjg diff. Przyktadowe obliczenia
wartosci pierwszej pochodnej z wyrazenia:

y=3%x>4+2%x—¢*

syms X
y=3*Xx"2+2*x-exp(x)

y=2x—e"+3x
dydx=diff(y)

dydx = 6x—e*+2

Wyznaczenie drugiej pochodnej z wyrazenia y mozna zrealizowac na dwa sosoby. Pierwszym jest wyznaczenie
wartosci pierwszej pochodnej, co juz zrobilismy, a nastepnie wyznaczenie wartosci pochodnej z pochodnej
czyli:

d2ydx=diff(dydx)
d2ydx = 6 —e*
Drugim sposobem jest wyznaczenie od razu wartosci drugiej pochodnej z wyrazenia y w nastepujgcy sposob
d2ydx_2=diff(y,2)
d2ydx_2 = 6 —e*
Poréwnujgc otrzymane obydwoma metodami wyniki sg one takie same.
Gdybysmy chcieli wyznaczy¢ trzecig pochodng z wyrazenia y to:

d3ydx=diff(y,3)



d3ydx = —e*

Chcac obliczy¢ wartos¢ pochodnej w punkcie, mozna najpierw wyznaczy¢ okreslong pochodna, a nastepnie w
miejsce zmiennej podstawi¢ okreslong wartos¢ wykorzystujgc funkcje subs i double

d2ydx_5=double(subs(d2ydx,x,5))
d2ydx_5 = -142.4132

W funkcji diff mozna tez wskaza¢ zmienng, po ktorej bedziemy relizowaé rézniczkowanie. Jest to istotne wtedy,
gdy mamy wiecej zmiennych w wyrazeniu. W takim wypadku na drugiej pozycji wpisujemy tg zmienng po ktorej
chcemy rézniczkowad.

syms x y a
fXy=a*x"3+2*x"2*y-yNr3-2%a*y

fxy = ax’+2x*y—y’-2ay
Pierwsza i druga pochodna funkcji po zmiennej x bedzie:
dfdx=diff(fxy,x)
dfdx = 3ax’+4yx
dfdx2=diff(fxy,x,2)

dfdx2 = 4 y+6ax

Zrobienie tego samego dla zmiennej y:
dfdy=diff(fxy,y)
dfdy = 2x> =3y =2a
dfdy2=diff(fxy,y,2)
dfdy2 = —6y

Catkowanie

Catkowaanie wyrazen algebraicznych z wykorzystaniem obliczerh symbolicznych realizuje sie wykorzystujac
funkcje int. Przyktadowe obliczenie wartosci catki mozna wykona¢ jak przedstawiono ponize;j:

/(sin(Zx) — x?)dx

clear variables
syms X
y=sin(2*x)+x"2

y = sin(2 x) + x?



cal y=int(y)

cal_ y =

X (x)2
— —CcoS{x
3

Gdy chcemy zdefiniowac¢ zmienng po ktérej odbywa sie catkowanie wtedy tg zmienng wstawia sie na drugiej
pozyciji. Przyjzyjmy sie wynikom catkowania, gdy jako zmiennng catkowania wyrazenia y wstawi sie x lub z

syms z
cal_yx=int(y,x)

cal_yx =

X (%)
— — COS\X
3

cal_yz=int(y,z)
cal_yz = 7 (sin(2 x) + x?)

Obliczanie catki okreslonej w granicy od x1 do x2, gdzie x1 jest poczatkiem, a x2 koncem przedziatu catkowania

mozna wykonac¢ podajac granice catkowania ha kolejnych pozycjach. Chcac wyliczy¢ przedstawiong ponizej
catke:i

2
_ : 2
P_/O (sin(2x) — x*)dx

w Matlebie bedzie to zapisane:

P=int(y,x,0,2)
P:

in(2)2+8
sin(2) 3

Pval=double(P)
Pval = 3.4935
Wykorzystano funkcje double do przeliczenia zmiennej symbolicznej na zmienng numeryczng

Jak powszechnie wiadomo catke oznaczong mozna wykorzysta¢ do obliczeh pola powierzchni pod wykresem,
albo objetosci figury przestrzennnej.

Obliczanie pola powierzchni z wykorzystaniem catki oznaczonej

Policzmy pole powierzchni pod sin(x) w przedziale od 0 do £ .

krzywg zakreslong przez funkcje 2

Zacznijmy od narysowania funkcji sin(x) w przedziale od 0 do =

fplot(sin(x),[0,pi])



Pokazmy obszar ktéry chcemy policzy¢

hold on
plot([@,pi/Z,pi/Z],[O,G,Sin(pi/z)],'r-')
fplot(sin(x),[0,pi/2], 'r-")

hold off
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Wyznaczmy warto$¢ pola pod krzywa wykorzystyjgc catke oznaczong, czyli:

P= /2 sin(x)dx
0

P=double(int(sin(x),x,0,pi/2))
P=1

Pole catego pokazanego przebiegu sinusoidy
P= / sin(x)dx
0

P=double(int(sin(x),x,0,pi))

P =2

Obliczanie pola powierzchni z wykorzystaniem podwaojnej catki oznaczonej



Wynacznie pola tuku kota oraz pola kota o zadanym promieniu

Jezeli w czasie catkowania wyznacza sie zmiane w obydwu kierunkach x i y, to do obliczania pola wykorzystuje
sie catke podwdjng. Rozpatrzmy to na przyktadzie obliczen pola catego kofa, lub jego czesci

Rozwigzanie zadania mozna wykonac wykorzystyjgc opis potozenia punktow x i y jako zaleznosci od promienia
rikata @, jak pokzano na rysunku.

clear variables

syms X y

fimplicit(472==x"2+y"2)
axis('equal','on')

grid on

hold on

%plot max radius
plot([0,4*cos(3*pi/4)],[0 4*sin(3*pi/4)])
text(-1.6,2, 'R',"Rotation", -45)

%plot radius

plot([0,4*cos(pi/4)],[0 4*sin(pi/4)])
plot([e,2],[6,2],'m")
text(1,1.3,'r',"Rotation",45)

%plot arc of ungle
xpom=cos(pi/4:-pi/4/10:0);
ypom=sin(pi/4:-pi/4/10:0);
plot(xpom,ypom, 'r-")
text(1l.2*cos(pi/10),1.2*sin(pi/10), 'alpha')

%plot x y line

plot([2,2,0],[0,2,2], k")

text(2.1,0., 'y=r cos(alpha)', 'Rotation',90)
text(0.,2.35, 'x=r sin(alpha)')

hold off



Zgodnie z przedstawionym rysunkiem wspotrzedne x i y dla zadanego kata i dtugosci promienia sg wyrazone
zaleznoscia:

x =r=cos(a)
y=r* sin(a)

syms x y r alpha
x=r*cos(alpha)

x = rcos(a)

y=r*sin(alpha)

y = rsin(a)
Oczywiscie maksymalna warto$¢ promienia zdefiniowana jest jako R.
Definiujgc zmienng Prom jako diugos¢ promienia dla danej wartosci I i @

Pole zakreslone Przez promier (Prom) dla kgta @ mozna policzy¢ jako catke podwaéjng Z€ zmiany promienia
Prom Wzgledem jego d}ugoéci Od O dO R | kata Od 0 do ay CZyIi

R aj,
P = / / Prom da dr
o Jo



gdzie Prom mozna zdefiniowac jako
Prom = Vx? + y?

Ze wzgledu na tok obliczen, celowo wprowadzono zmienng Prom r6zng od r, wynika z tgd, ze Prom jest funkcjg

ria.

Zatuzmy, ze obliczenia bede prowadzone dla 1/4 wycinka kota o promieniu R=4. Stagd zadanie sprowadza sie
do rozwigzania.

4 .z
P,=/ /zPromdadr
0 Jo

%Wyznaczamy zmienng Prom
Prom=sqrt(x"2+y”2)

Prom = Vr2cos(a)? + r sin(a)?

%0bliczamy catke po kacie alpha ze zmennej Prom
P_p alpha=int(Prom,alpha,[9,pi/2])

P_p_alpha =

z Vi
2

%0bliczamy catke po zmiennej r ze zmiennej P_p_alpha
P_p=int(P_p_alpha,r,[0,4])

P_p val=double(subs(P_p))
P_p_val = 12.5664
Dla sprawdzenia wyznaczmy warto$¢ pola ¢wierci kota z klasycznej metody
Pp=pi*4~2/4
Pp = 12.5664

Wynik obliczony za pomocg catki podwadjnej jest zgodny z wynikiem otrzymanym ze wzoru na pole powierzchni
1/4 wycinka kotowego

Policzmy teraz pole catego kota, czyli catke podwujng w postaci:

4 2z
P = / / Prom da dr
o Jo

%0bliczamy catke po kacie alpha ze zmennej Prom
P_p alpha=int(Prom,alpha,[0,2*pi])

P_p_alpha = 27 Vr?



%0bliczamy catke po zmiennej R ze zmiennej P_p_ alpha
P_p=int(P_p_alpha,r,[0,4])

Pp=1l6n
P_p val=double(subs(P_p))

P_p_val = 50.2655

%Dla sprawdzenia wyznaczmy wartos¢ pola c¢wierci kota z klasycznej metody
Pp=pi*4”2

Pp = 50.2655

Podany spos6b mozna wykorzystaé do wyznaczenia zaleznosci ogolnej na pole kota. W tym celu musieliby$my
rozwigzaé catke podwdjng gdzie granica catkowania po r jest zmienng symboliczng R:

"R 2
P, = / / Prom da dr
o Jo

Poniewaz catke wewnetrzng mamy policzonng pod zmienng P_p_alpha, wiec zostaje tylko policzy¢ catke
zewnetrzng

syms R
P_k=int(P_p_alpha,r,[0,R])

Pk =r7R?

Wynik obliczen dat nam dobrze znany wzér na pole kota w funkcji promienia R.

Obliczanie objetosci z wykorzystaniem catki oznaczonej podojnej

Zgodnie z definicjg objetos¢ bryty bedzie wyrazona za pomocg catki podwajnej, czyli

y2 X2
[ [ sty
yl x1

Taka metodg mozna oblicza¢ pola figur gdzie zmienna z jest okrestona jako funkcja zalezna od dwaoch
pozostatych.

Zatézmy, ze mamy powiezchnie opisang rownaniem:
z=3-x"=yy

Policzmy objetos¢ jakg bedzie stanowi¢ bryta ograniczona od dotu ptaszcyzng XY od géry powierzchnig z oraz
na osi X i y przedziatem -1 do 1. Matematycznie byto by to zapisane

1 1
/ / z(x, y)dxdy
-1J-1

Zapiszmy to w postaci wyrazenia symbolicznego i przedstawmy na wykresie

clear variables



syms X y
zZ(X,y)=3-X.26-y."2

z(x, y) = —=x°—)?+3
Policzmy wartosci z1=z(x,y) dlax iy w przedziale od -1 do 1.
Przedstawienie graficzne obliczanej objetosci

Wykorzystajmy funkcje meshgrid do przygotowania tablicy z warto$ciami x i y i nastepnie te tablice podstwimy
do funkcji z

[x1,yl1]=meshgrid(-1:0.05:1);
[z1]=double(z(x1,yl));
z1(size(z1))=0;

Wykorzystujgc funkcje meshz narysujemy interesujgcy nas profil, a przez dodanie punktu 0,0,0 narysujemy
wycinek zaczynajcy sie od ptaszczyzny XY

meshz(x1,yl,z1)

xlabel('x")

ylabel('y")

zlabel('z")

axis([-1.5 1.5 -1.5 1.5 @ 3])

"l /‘J““‘
N 1.5 4 / ’//‘J‘J’{ \

Wyznaczanie objetosci



Policzymy oznaczong catke podwdjng rozbijajac jg na dwie catki wyznaczane kolejno wzgledem zmiennej x iy z
wyrazena z

V_x=int(z,x,-1,1)

V_x(y) =
40 _ o2
= Y

V=double(int(V_x,y,-1,1))
V = 10.0952

Cwiczenie z wyznaczania objetosci

Policz ile bedzie wynosita objetos¢ bryty gdy granica catkowania dla y zmieni sie na przedziat od 0 do 1.

1l
/ / z(x, y)dxdy
o Ja

Czy wynik bedzie potowg objedtosci wyliczonej powyzej?

Cwiczenie z wykorzystaniem catki potréjnej do obliczen objetosci

Na podstawie przyktadu obliczen pola kota policzy¢ objetosc¢ kuli jako catke potrdjng zaleng od promienia
r, kata alpha na ptaszczyznie XY i kata theta dla okreslenia odchylenia promienia w przestrzeni wzgledem
ptaszczyzny XY. Wzor na objetos¢ kuli w tym wypadku bedzie przedstawiony jako:

4 2 2z
E://(/Pm@%&
o Jo Jo

Podpowiedz: do promienia (zmienna Prom) wyznaczonego na ptaszczyznie nalezy dodac sktadowg okreslajgca

zmiene wzgledem 0Si Z zalezng 0d I'i kata 0.

Roéwnania rézniczkowe

Wprowadzmy zapis réwnania rézniczkowego w wyrazeniu symbolicznym. Potrzebne jest do tego zdefiniowanie
funkcji symbolicznej np. y(x). Definiuje sie ja podobnie jak zmienng poprzez funkcje syms

clear variables
syms y(x)

Teraz mozna zdefiniowac¢ rowananie rozniczkowe zmiennej X w postaci

QX=—2*x+4*y&)
dx

10



i zapisac to jako zmienng r_rx
r_rx=diff(y,x)==-2*x"2-4*y
r_rx(x) =
a—dx y(x) = =4 y(x) =227
Do rozigzywania rownania rozniczkowego wykorzystuje sie funkcje dsolve
y_roz=dsolve(r_rx)

y_roz =

2
X_X 4 Cetr—d
3 2! 16

Oczywiscie takie rozwigzanie spowoduje pojawienie sie statych catkowania, ktére mozna wyznaczy¢
wprwadzajgc warunki poczatkowe. Np podajgc warto$¢ poczagtkowg y(x) dla x=-2, np y(0)=-2
W_p=y(0 ==—2
w_p = y(0) ==-2

Po wprowadzeniu warunkow poczatkowych rozwigznie rownania sprowadza sie do wywatoania funkcji dsolve z
parametrami dsolve(r_rx,w_p), czyli

y_roz_p=dsolve(r_rx,w_p)

y_roz_p =
x_3let @1
4 16 2 16

Teraz mozemy przedstawi¢ rozwigzanie, czyli przebieg fynkcji y(x) np dlax od 0 do 1.5
fplot(y _roz _p,[© 1.5],'b")
Sprwdzmy jak bedzie wygladata funkcjg bedgca rézniczkg funkcji y w tym przedziale i narysujmy jg na wykresie

dydx=diff(y_roz_p,x)

dydx =

3le
4

1
— x4+ 4
T

hold on
fplot(dydx,[0,1.5], 'r--")
grid on

Poszukajmy extremum funkcji y dla prezentowanego przedziatu, czyli znajdzmy waros$¢ x dla ktérej pochodzna
rowna sie O

11
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czyli aii =0. W tym celu, jestw nas przedziale 0<x<1.5.

zatozymy ze X interesujgcym

assume(x>0)
assumeAlso(x<1.5)
x0=double(solve(dydx==0,x))

X0 = 0.7074
legend(['y(x) ';'dy/dx"'; 'ymax '])
Wyznaczmy warto$¢ y od x0 i przedstawny go na wykresie

y@=double(subs(y_roz_p,x,x0))
yo = -0.2502
plot(x@,y0, 'mo")

axis([@ 1.5 -2 3])
hold off

y(x)
25T Y e N SRS dy/dx |
' O  datal

s
.
.
1.5 :
.
. \
.
.
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Przyklady zastosowania réwnan rézniczkowych do uktadéw mechanicznych

Przyktad rozwigzania dla masy potgczonej z podiézem za pomocg ttumika i sprezyny.
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Mamy uktad przedstawiony jak na rysunku. Masa m jest potgczona z podtozem za pomocg sprezyny
0 wspotczynniku sprezystosci k (N/m) i tumika drgan o wspotczynniku ttumienia ¢ (N s/m). Okreslmy
przemieszceznia masy m wzgledem osi y, gdy zadziata na niego sita F skierowana zgodnie z osig y

Uktad opisuje réwnanie:

d—2X+ QY+1< =F(t
BT T 2

W stanie rownowagi, gdy na uktad nie dziata zadna sita rownie to ma postac:

@y yedy iy =0
mdt2 Cdt Y

Wprowadzmy zatem zmienne symboliczne odpowidajace parametrom réwnania
syms y(t) m c k F(t)

Wprowadzmy ograniczenia na zmienne, zaktadajace, ze charakterystyki elementéw, masa oraz
przemieszczenie ma warto$ci dodatnie oraz ze sita jest wielkoscig nalezacg do zbioru liczb rzeczywistych.

assume([k ¢ m], 'positive")
assume(y(t), 'real')

Zacznijmy od rozwigzania zadania gdy sita F=0. Wprowadzmy rénanie sit dziatajgcych na ukfad.

RM=m*diff(y,t,2)+c*diff(y,t)+k*y==0

RM(t) =

m L (1) + e y(0) +ky(1) =0

or? ot ’

Do rozwigzania zadania nalezy poda¢ warunki poczatkowe, dotyczace punktu startu, poczatkowej predkosci
czy przyspieszenia. Zatuzmy, ze w poczatkowym stanie potozenie jest odchylone od stanu rownowagi o -8cm
y(0)=-0.08 oraz, ze predkos¢ poczgtkowa masy byta rowna 0, yp - jest zmiennng okreslajgcg poczatkowe

potozenie, vp - okresla poczatkowa predkosc, aby jg podac, najpierw nalezy wyznaczy¢ funkcje reprezentujgcg
pochodng po y(t), stad definicja warunkdéw poczatkowych jest nastepujgca.

yp=y(0)==-0.08;
Dy (t)=diff(y(t),t)

Dy(t) =

13



0
T y(1)

vp=Dy(0)==0;
Rozwigzmy to zadanie

Y_m = dsolve(RM,[yp vp])

Y_m=
1 (C‘+61) |t <C—61)
€ Zm (C—O'l)_e 2m (C+Gl)
25 (] 25 (3]
where
01=VQ2—4km

Podstawmy wartosci za zmienne. Zatuzmy, ze masa m=70 kg, wspolczynnik sprezystosci k=30 N/m, a
wspotczynnik ttumienia c=15 Ns/m. Podstawmy wartosci i narysujmy wykres zmian potozenia masy od czasu t
w przedziale od 0 do 150 s.

Y_m_val(t)=subs(Y_m,[m,c,k],[79,15,30])

Y_m_val(t) =
1 (~15+V8175 1) _t (15+V8175 1)
V8175 ¢ 140 (15+ V8175 )i V8IT5 e 40 (1548175 i)i
204375 204375

ts=[0:0.5:100];
Y_val=double(Y_m val(ts));
plot(ts,Y_val)

% fplot(Y_m_val,[0 100]),

Dotuzmy wykres zmian predkosci. W tym celu zrézniczkujmy otrzymane wyrazenie na droge Y_m_val(t).
Nastepnie policzymy wartosci predkosci dla zadanych wartosci czas ts

V_y=diff(Y_m_val,t)

V_y(t) =
1 (=15+V81751) VTS | 1 (15+VB1751) )
V8175¢ ™ (15+ V8175 1) <—23_8+%051)1 V8175 e ™ (—15+/8175 1) <§-
204375 B 204375

V_val=double(V_y(ts));
hold on
plot(ts,v_val,'g")
xlabel('t [s]")

ylabel('y [m], Vy [m/s]")

14



%fplot(V_y,[0 100],'g")
legend([" vy "5" Vy'])
grid on

hold off

0.06 T T T ,

vy
0.04 1

0.02

y [m], Vy [m/s]

-0.04

-0.06

-0.08

0 20 40 60 80 100
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Cwiczenia z zakresu analizy uktadu kinematycznego masy drgajacej

Sprawdzi¢ jak zachowa sie uktad, gdy wymuszenie, czyli poczgtkowe wychylenie masy od punktu réwnowagi
bedzie -4 cm. Wynik przedstawi¢ graficznie.

Podpowiedz: nalezy wykonac¢ takg samg analize jak poprzednio zmieniajjgc warunki poczatkowe.

Wskazac jak zmieni sie charakreystyka drgan masy gdy zmienimy wspolczynnik ttumienia. Zrobi¢ ¢wiczenie
wstawiajgc trzy wartosci wspotczynnika ttumienia np ¢c=[10 15 20] Ns/m. Przedstawi¢ wynik na wykresie.

Zwiekszy¢ wspolczynnik ttumienia do c=50 Ns/m
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